5.5. Касательные напряжения при поперечном изгибе. Главные напряжения при изгибе


	В случае поперечного изгиба в сечениях балки возникают не только изгибающий момент, но и поперечная сила. Следовательно, в этом случае в поперечных сечениях бруса возникают не только нормальные, но и касательные напряжения.


	Так как касательные напряжения в общем случае распределены по сечению неравномерно, то при поперечном изгибе поперечные сечения балки строго говоря не остаются плоскими. Однако при � EMBED Equation.2  ��� (где h ( высота поперечного сечения, l ( длина балки) ока�зывается, что эти искажения заметным образом не сказываются на работе балки на изгиб. В данном случае гипотеза плос�ких сечений и в случае чистого изгиба с достаточной точно�стью приемлема. Поэтому для расчета нормальных напряже�ний ( применяют ту же формулу (5.10). 


	Рассмотрим вывод расчетных формул для касательных напря�жений. Выделим из бруса, испытывающего поперечный изгиб, элемент длиной dz (рис. 5.21, а).


�


Рис. 5.21


	Продольным горизонтальным сечением, проведенным на рас�стоянии y от нейтральной оси, разделим элемент на две части (рис. 5.21, в) и рассмотрим равновесие верхней части, имеющей основание шириной b. При этом с учетом закона парности каса�тельных напряжений, получим, что касательные напряжения в по�перечном сечении равны касательным напряжениям, возникающим в продольных сечениях (рис. 5.21, б). С учетом данного обстоятель�ства и из допущения о том, что касательные напряжения по пло�щади b(dz распределены равномерно, используя условие (z = 0, получим: 


N( ( N( ( d N( + (( b(dz = 0 ,


откуда


� EMBED Equation.2  ���.				(5.12)


где N( ( равнодействующая нормальных сил ((dF в левом попереч�ном сечении элемента dz в пределах заштрихованной площади F ( (рис. 5.20, г):


� EMBED Equation.2  ���.				(5.13)


	С учетом (5.10) последнее выражение можно представить в виде


� EMBED Equation.2  ���,			(5.14)


где � EMBED Equation.2  ���( статический момент части поперечного сечения, расположенной выше координаты y (на рис. 5.21,б эта область за�штрихована). Следовательно, (5.14) можно переписать в виде


� EMBED Equation.2  ���,


откуда 


� EMBED Equation.2  ���.				(5.15)


	В результате совместного рассмотрения (5.12) и (5.15) получим


� EMBED Equation.2  ���,


или окончательно


� EMBED Equation.2  ���.				(5.16)


	Полученная формула (5.16) носит имя русского ученого Д.И. Журавского.


	Для исследования напряженного состояния в произвольной точке балки, испытывающей поперечный изгиб, выделим из сос�тава балки вокруг исследуемой точки элементарную призму (рис. 5.21, г), таким образом, чтобы вертикальная площадка явля�лась частью поперечного сечения балки, а наклонная площадка составляла произвольный угол ( относительно горизонта. Прини�маем, что выделенный элемент имеет следующие размеры по координатным осям: по продольно оси ( dz, т.е. по оси z; по вер�тикальной оси ( dy, т.е. по оси у; по оси х ( равный ширине балки.


	Так как вертикальная площадка выделенного элемента принад�лежит поперечному сечению балки, испытывающему поперечный изгиб, то нормальные напряжения ( на этой площадке определя�ются по формуле (5.10), а касательные напряжения ( ( по формуле Д.И. Журавского (5.16). С учетом закона парности касательных на�пряжений, легко установить, что касательные напряжения на гори�зонтальной площадке также равны (. Нормальные же напряжения на этой площадке равны нулю, согласно уже известной нам гипо�тезе теории изгиба о том, что продольные слои не оказывают дав�ления друг на друга.


	Обозначим величины нормальных и касательных напряжений на наклонной площадке через (( и (( , соответственно. Принимая площадь наклонной площадки dF, для вертикальной и горизон�тальной площадок будем иметь dF sin ( и dF cos (, соответственно. 


	Составляя уравнения равновесия для элементарной вырезанной призмы (рис. 5.21, г), получим:


� EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���,


откуда будем иметь:


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���.


	Следовательно, окончательные выражения напряжений на на�клонной площадке принимают вид:


� EMBED Equation.2  ���


	Определим ориентацию площадки, т.е. значение ( = (0 , при котором напряжение ((  принимает экстремальное значение. Со�гласно правилу определения экстремумов функций из математиче�ского анализа, возьмем производную функции (( от ( и прирав�няем ее нулю:


� EMBED Equation.2  ���.


	Предполагая ( = (0 , получим:


� EMBED Equation.2  ���.


	Откуда окончательно будем иметь:


� EMBED Equation.2  ���.


	Согласно последнему выражению, экстремальные напряжения возникают на двух взаимно перпендикулярных площадках, называ�емых главными, а сами напряжения ( главными напряже�ниями. 


	Сопоставляя выражения (( и � EMBED Equation.2  ���, имеем:


� EMBED Equation.2  ���,


откуда и следует, что касательные напряжения на главных пло�щадках всегда равны нулю.


	В заключение, с учетом известных тригонометрических тож�деств:


� EMBED Equation.2  ���


и формулы � EMBED Equation.2  ���,


определим главные напряжения, выражая из через ( и (:


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.


	Полученное выражение имеет важное значение в теории проч�ности изгибаемых элементов, позволяющее производить расчеты их прочности, с учетом сложного напряженного состояния, присущее поперечному изгибу. 


5.6. Пример расчета (задача № 9)


	Для составной балки, имеющей поперечное сечение, показан�ное на рис. 5.22, требуется:


	1. Определить расчетные параметры поперечного сечения балки;


	2. Вычислить нормальные напряжения ( по заданному изгиба�ющему моменту и построить их эпюру;


	3. Определить значения касательных напряжений в точке 3;


	4. Определить значения главных напряжений в точке 3 и ука�зать их направления (показать главные площадки), имея в виду, что сечение относится к левой части балки.


	Дано: расчетные значения изгибающего момента и попереч�ной силы в сечении МP = 156 кН(м, QP = 104 кН; hCT = 0,34 м; b1/hCT = 0,7; b2/hCT = 0,9; (1/hCT = 0,1; (2/hCT = 0,07; (/(1 = 0,4. Нормативное значение сопротивления материалу при изгибе RH = = 217100 кН/м2, коэффициент запаса по прочности n = 1,3.


	Решение


	1. Определение расчетных параметров поперечного сечения балки (рис. 5.22, а). Ширина верхней полки b1 =  = 0,7(hCT = 0,7(0,34 = 0,238 м, принимаем b1 = 0,24 м; толщина верхней полки (1 = 0,1(hCT = 0,1(0,34 = 0,034 м; площадь сечения верхней полки � EMBED Equation.2  ���м2, ширина нижней полки b2 = 0,9(hCT = 0,9(0,34 = 0,306 м, принимаем b2 = 0,3 м; тол�щина нижней полки (2 = 0,07(hCT = 0,07(0,34 = 0,0238 м, принима�ем (2 = 0,024 м; площадь сечения нижней полки � EMBED Equation.2  ���= 0,3(0,024 = =0,0072 м2, толщина стенки ( = 0,4((1 = 0,4(0,034 = 0,0136 м, при�нимаем ( = 0,014 м; площадь сечения стенки FCT = 0,34(0,014 = = 0,00476 м2; высота балки h( = hCT + (1 + (2 = 0,34 + 0,034 + + 0,024 = 0,398 м.


Определение площади поперечного сечения балки.


� EMBED Equation.2  ��� м2.


	Определение центра тяжести поперечного сече�ния балки. Ось y является осью симметрии сечения балки, следо�вательно, центр его тяжести находится на этой оси. За вспомогатель�ную ось для определения координаты центра тяжести сечения на оси y принимаем ось x1 (рис. 5.22, а). Заметим, что поперечное сечение балки является составным, и включает в себя три прямоугольника (верхняя и нижняя полки, а также стенка). С учетом данного обстоятельства и воспользовавшись выражением (3.6), вычислим статический момент площади поперечного сечения балки относительно оси x1 :


� EMBED Equation.2  ���


	Тогда положение центра тяжести на оси у определится ордина�той


� EMBED Equation.2  ��� м.


	Определение момента инерции поперечного сечения балки относительно центральной оси (рис. 5.22). Значение момента инерции вычислим, пользуясь зависимостью между мо�ментами инерции относительно параллельных осей:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���( моменты инерции верхней и нижней полки и стенки, соответственно, относительно собственных горизонтальных осей, проходящих через их центры тяжести (см. п. 3.2),


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


	2. Вычислить нормальные напряжения ( по заданному изгибаю�щему моменту и построить их эпюру.


	Момент сопротивления Wx для точек 1 и 2 определим по формулам:


для точки 1	� EMBED Equation.2  ���м3;


для точки 2	� EMBED Equation.2  ���м3,


где y1 = h( - yc = 0,398 ( 0,205 = 0,193 м, y2 = yC = 0,205 м.


	Вычислим напряжения в точке 1 (рис. 5.22, а):


� EMBED Equation.2  ���кН/м2 ( 53000 МПа < 167000 кН/м2 


	Вычислим напряжения в точке 2 (рис. 5.22, а):


� EMBED Equation.2  ���кН/м2 ( 56000 МПа < 167000 кН/м2


	Найдем значение нормальных напряжений в точке 3 по (5.10):


� EMBED Equation.2  ��� кН/м2 .





�


	По полученным значениям ( строим эпюру нормальных напря�жений (рис. 5.22, б).


	Проверку прочности производим по формуле


� EMBED Equation.2  ���,


где MP ( расчетный изгибающий момент; Wx ( момент сопротивле�ния при изгибе; RИ ( допускаемое напряжение при изгибе.


	Допускаемое напряжение при изгибе равно: 


� EMBED Equation.2  ��� кН/м2.


	Как видно, балка имеет значительное недонапряжение.


	3. Определить значения касательных напряжений в точке 3.


	Касательное напряжение определим по формуле Журавского:


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���( расчетная поперечная сила, ( ( ширина сечения на уровне точки 3.


	Вычислим статический момент отсеченной части в точке 3 час�ти сечения � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ���= 0,0072((0,205 ( 0,5(0,024)+


+ 0,00119((0,096 + 0,125(0,34) = 1,544(10-3 м3,


где � EMBED Equation.2  ��� = 0,25(hCT(( = 0,25(0,34(0,014 = 0,00119 м2.


	Вычислим касательное напряжение в точке 3:


� EMBED Equation.2  ��� кН/м2.


	4. Определить значения главных напряжений в т. 3 и указать их направления (показать главные площад�ки), имея в виду, что сечение относится к левой час�ти балки. 


	Главные напряжения в точке 3 определяем по формуле:


� EMBED Equation.2  ���.


	Подставив в данную формулу значения (3 и (3 , получим:


� EMBED Equation.2  ��� кН/м2;


� EMBED Equation.2  ���кН/м2.


	В заключение найдем положение главных площадок и направ�ление главных напряжений (рис. 5.22, в).


� EMBED Equation.2  ���


	При отрицательном угле (0 откладываем его от нормали к сече�нию (площадке) по часовой стрелке и показываем положение глав�ных площадок и направление главных напряжений (рис. 5.22). 


5.7. Перемещения при изгибе. Метод начальных параметров


	Изгиб балки сопровождается искривлением ее оси. При попе�речном изгибе ось балки принимает вид кривой, расположенной в плоскости действия поперечных нагрузок. При этом точки оси по�лучают поперечные перемещения, а поперечные сечения соверша�ют повороты относительно своих нейтральных осей. Углы поворота поперечных сечений принимаются равными углам наклона (, каса�тельной к изогнутой оси балки (рис. 5.23). 


�


Рис. 5.23


	Прогибы и углы поворотов в балках являются функциями коор�динаты z и их опре�деление необходимо для расчета жест�кости. Рассмотрим изгиб стержня в од�ной из главных пло�скостей например, в плоскости yz. Как показывает практи�ка, в составе реаль�ных сооружений стержни испытыва�ют весьма малые искривления (ymax/l = 10(2 ( 10(3, где ymax ( мак�симальный прогиб; l ( пролет балки). 


	В этом случае неизвестными функциями, определяющими по�ложение точек поперечных сечений балки являются y(z) и (  (z) = = (  (z) (рис.5.23). Совокупность значений этих параметров по дли�не балки образуют две функции от координаты z ( функцию пере�мещений y (z) и функцию углов поворота (  (z). Из геометрических построений (рис. 5.23) наглядно видно, что угол наклона каса�тельной к оси z и угол поворота поворота поперечных сечений при произвольном z равны между собой. В силу малости углов поворота можно записать:


� EMBED Equation.2  ���.			(5.17)


	Из курса математического анализа известно, что кривизна пло�ской кривой y (z) выражается следующей формулой:


� EMBED Equation.2  ���.


	Если рассмотреть совместно соотношение (5.9) и последнее выражение, то получим нелинейное дифференциальное уравнение изогнутой оси балки, точное решение которого, как правило, затруднительно. В связи с малостью величины � EMBED Equation.2  ��� по сравнению с единицей последнее выражение можно существенно упростить, и тогда


� EMBED Equation.2  ���.				(5.18)


	Учитывая (5.9), из (5.18) получим следующее важное диф�ференциальное соотношение


� EMBED Equation.2  ���,			(5.19)


где Ix  ( момент инерции поперечного сечния балки, относительно ее нейтральной оси; Е ( модуль упругости материала; E Ix  ( изгиб�ная жесткость балки.


	Уравнение (5.19), строго говоря, справедливо для случая чис�того изгиба балки, т.е. когда изгибающий момент Mx (z) имеет по�стоянное значение, а поперечная сила равна нулю. Однако это уравнение используется и в случае поперечного изгиба, что равно�сильно пренебрежению искривлений поперечных сечений за счет сдвигов, на основании гипотезы плоских сечений.


	Введем еще одно упрощение, связанное с углом поворота попе�речного сечения. Если изогнутая ось балки является достаточно по�логой кривой, то углы поворота сечений с высокой степенью точ�ности можно принимать равными первой производной от прогибов. Отсюда следует, что прогиб балки принимает экстремальные значе�ния в тех сечениях, где поворот равен нулю.


	В общем случае, для того, чтобы найти функции прогибов y (z) и углов поворота (  (z), необходимо решить уравнение (5.19), с уче�том граничных условий между смежными участками.


	Для балки, имеющей несколько участков, определение формы упругой линии является достаточно сложной задачей. Уравнение (5.19), записанное для каждого участка, после интегрирования, со�держит две произвольные постоянные.


	На границах соседних участков прогибы и углы поворота являются непрерывными функциями. Данное обстоятельство позволяет определить необходимое число граничных условий для вычисления произвольных постоянных интегрирования.
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