где Ix ( минимальный момент инерции сечения.


	Для определения выражения изгибающего момента Mx (z), дей�ствующего в поперечном сечении стержня, расположенном на рас�стоянии z от начала системы координат, применяя метод сечений к системе, изображенной на рис. 7.2 и рассматривая равновесие отсе�ченной части системы, расположенной левее от заданного сечения, получим:


� EMBED Equation.2  ���.					(7.3)


	При положительном прогибе в выбранной системе координат знак “минус” означает, что момент является отрицательным


	Введем следующее обозначение:


� EMBED Equation.2  ���.					(7.4)


	Тогда уравнение (7.2) преобразуется к виду:


� EMBED Equation.2  ���.				(7.5)


	Решение (7.5) записывается в виде:


� EMBED Equation.2  ���.			(7.6)


	Постоянные С1 и С2 определяются из граничных условий зада�чи:


y (0) = 0;      y (l) = 0.


	Из первого условия вытекает, что С2 = 0, а из второго полу�чается, что либо С1 = 0 (что нам неинтересно, т.к. в этом случае y (z) ( 0), либо


sin kl = 0.				(7.7)


	Из (7.7) следует, что kl = (n, где n ( произвольное целое число. Учитывая (7.4), получаем:


� EMBED Equation.2  ���.				(7.8)


	Это означает, что для того, чтобы центрально сжатый стержень принял криволинейную форму, необходимо, чтобы сжимающая си�ла была равна какому(либо значению из множества Рn  по (7.8). Наименьшее из этих значений называется критической силой РKP и будет иметь место при n = 1:


РKP =� EMBED Equation.2  ���.				(7.9)


	Эта сила носит название первой критической эйлеровой силы.


	Следовательно, согласно (7.6) при Р = РKP выражение прогибов можно запи�сать в следующем виде:


� EMBED Equation.2  ���.				(7.10)


	Из (7.10) видно, что прогибаться стержень будет по синусоиде. Графики функций прогибов y (z) при различных n изображены на рис. 7.3.


�


Рис. 7.3


	Из (7.9) видно, что критическая с точки зре�ния устойчивости сила за�висит от жесткости стерж�ня и его длины, но никак не зависит от прочностных свойств материала стерж�ня, т.е. два стержня одинаковой длины с идентичными граничными условиями их закрепления, изготовленных из различных материа�лов, но имеющих одинаковую изгибную жесткость, теряют устой�чивость при одном и том же значении сжимающей силы. В этом заключается значительная разница между проверкой прочности стержня на сжатие и растяжение и проверкой на устойчивость.


	При изменении условий закрепления концов стержня необхо�димо решение дифференциального уравнения его изгиба, но уже в виде:


� EMBED Equation.2  ���.			(7.11)


	Анализ этих решений говорит о том, что все они могут быть представлены в следующем виде:


� EMBED Equation.2  ���.				(7.12)


где ( ( коэффициент приведения длины. Он показывает, во сколь�ко раз следует изменить длину шарнирно опертого стержня, чтобы критическая сила для него равнялась бы критической силе стержня длиной l в рассматриваемых условиях закрепления. На рис. 7.4 по�казано несколько видов закрепления стержня и указаны соответст�вующие значения коэффициента (.





7.2. Границы применимости решения Эйлера.�Формула Ясинского


	Как показали опыты, решение Эйлера подтверждалось не во всех случаях. Причина состоит в том, что формула Эйлера была получена в предположении, что при любой нагрузке стержень ра�ботает в пределах упругих деформаций по закону Гука. Следова�тельно, его нельзя применять в тех ситуациях, когда напряжения превосходят предел пропорциональности. В связи с этим найдем границы применимости решения Эйлера:


�


Рис. 7.4


� EMBED Equation.2  ���,		(7.13)


где � EMBED Equation.2  ��� ( радиус инерции сечения. Если стержень имеет оди�наковые опорные закрепления в двух взаимно перпендикулярных плоскостях инерции, то при определении значения критической силы и критического напряжения, необходимо брать наименьшее значение момента инерции и, соответственно, радиуса инерции поперечного сечения.


	Введем понятие гибкости стержня:


� EMBED Equation.2  ���.


	Тогда (7.13) принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���.			(7.14)


	Из (7.14) следует, что напряжение (КР возрастает по мере уменьшения гибкости стержня. Заметим, что стержень, имеющий неодинаковые опорные закрепления в главных плоскостях и, сле�довательно, неодинаковые приведенные длины, теряет устойчи�вость в той главной плоскости, в которой гибкость стержня имеет наибольшее значение.


	Формула Эйлера неприемлема, если напряжения (КР > (П, где (П ( предел пропорциональности. Приравнивая (7.14) к пределу пропорциональности, получим предельное значение гибкости:


� EMBED Equation.2  ���.			(7.15)


Если ( ( (ПРЕД , то формулу Эйлера можно применять. В противном случае ею пользоваться нельзя. Для стали Ст.3 (ПРЕД  = 100.


	В ситуациях, когда напряжения превышают предел пропорциональности, получение теоретического решения осложняется, т.к. зависимость между напряжениями и деформациями становится не�линейной. В связи с этим, в этих случаях пользуются эмпириче�скими зависимостями. В частности, Ф.С. Ясинский предложил сле�дующую формулу для критических по устойчивости напряжений:


� EMBED Equation.2  ���,			(7.16)


где a, b ( постоянные, зависящие от материала, так для стали Ст.3 a = 3,1(105 кН/м2 , b = 11,4(102 кН/м2.


	При гибкостях стер�жня, находящихся в диа�пазоне 0< (< 40(50, стер�жень настолько “коро�ток”, что его разрушение происходит по схеме сжа�тия, следовательно, кри�тические напряжения можно приравнять в этом случае к пределу пропор�циональности. Обобщая вышесказанное, зависи�мость критических на�пряжений (КР от гибко�сти стержня ( можно представить, как это сделано на рис. 7.5.





�


Рис. 7.5


























7.3. Расчет сжатых стержней на устойчивость


	Как правило, основная проблема при расчете сжатых стержней состоит в том, чтобы сжимающие напряжения ( не превышали бы критических значений по устойчивости (КР , т.е. 


� EMBED Equation.2  ���.			(7.17)


	При продольном изгибе центрально сжатый стержень теряет несущую способность, когда напряжения в его поперечных сечени�ях достигают критических значений. Поэтому необходимо ввести в расчет коэффициент запаса устойчивости n по отноше�нию к критическим напряжениям, с помощью которого и опре�деляется допускаемое напряжение при расчете на устойчивость: 


� EMBED Equation.2  ���.


	При расчете же стержней на растяжение применяют условие ( < R, где R ( расчетное сопротивление на растяжение.


	Для унификации расчетов на растяжение и сжатие введем соот�ношение правых частей двух последних неравенств:


� EMBED Equation.2  ���,				(7.18)


откуда � EMBED Equation.2  ���. И тогда (7.17) можно записать так: ( < (R. 


	Величина ( носит название коэффициента уменьшения расчетного сопротивления при расчете на сжатие и явля�ется функцией от гибкости стержня ( (табл. 5).


	Таким образом, окончательно формула для расчета стержней на устойчивость принимает следующий вид:


� EMBED Equation.2  ���.				(7.19)


	Несмотря на простоту выражения (7.19) расчет сжатых стерж�ней производится, как правило, в несколько этапов. Это связано с тем, что величина ( зависит от формы и размеров сечения, поэтому не может быть назначена заранее. В связи с этим, подбор сечения осуществляют итеративно, постепенно приближаясь к тому, чтобы разница между напряжением сжатия ( и расчетным сопротивле�нием на растяжение R не превышала бы 3(5%.


Таблица 5


(�
Cт 2(4�
Ст 5�
Чугун�
Дерево�
(�
Ст 2-4�
Ст 5�
Чугун�
Дерево�
�
0�
1.00�
1.00�
1.00�
1.00�
110�
0.52�
0.43�
(�
0.25�
�
10�
0.99�
0.98�
0.97�
0.99�
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0.45�
0.36�
(�
0.22�
�
20�
0.96�
0.95�
0.91�
0.97�
130�
0.40�
0.33�
(�
0.18�
�
30�
0.94�
0.92�
0.81�
0.93�
140�
0.36�
0.29�
(�
0.16�
�
40�
0.92�
0.89�
0.69�
0.87�
150�
0.32�
0.26�
(�
0.14�
�
50�
0.89�
0.86�
0.57�
0.80�
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0.29�
0.24�
(�
0.12�
�
60�
0.86�
0.82�
0.44�
0.71�
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0.26�
0.21�
(�
0.11�
�
70�
0.81�
0.76�
0.34�
0.60�
180�
0.23�
0.19�
(�
0.10�
�
80�
0.75�
0.70�
0.26�
0.48�
190�
0.21�
0.17�
(�
0.09�
�
90�
0.69�
0.62�
0.20�
0.38�
200�
0.19�
0.16�
(�
0.08�
�
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0.60�
0.51�
0.16�
0.31�
�
�
�
�
�
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7.4. Пример расчета (задача № 15)


�


Рис. 7.6


	Заданную стойку двутаврового (№30) поперечного сечения цен�трально сжатую силой Р (рис. 7.6, а), рассчитать на устойчивость, а также указать поло�жительные и отри�цательные стороны конструкции этой стойки. В целях ми�нимизации расходов материальных ресур�сов можно заменить двутавровое сечение стойки более рацио�нальным сечением из двух швеллеров, соединенных план�ками на сварке (рис. 7.6, б). Подо�брать сечения из двух швеллеров и сравнить результаты по площади с сечением из двутавра. Материал стоек ( сталь Ст.3, расчетное сопротивление при растяжении R = 1,9(105 кПа.


	Решение


	1. Расчет на устойчивость стойки из двутавра. Проверка устойчивости сжатых стержней производится по формуле (7.19). Из сортамента ГОСТ 8239(72 выписываем необходимые дан�ные для двутавра №30: F = 46,5(10(4 м2; ix = 0,123 м; iy = 0,0269 м.


	Тогда из формулы (7.19) имеем:


Р = ( F R .				(7.20)


	Для нахождения величины ( нужно знать максимальную гиб�кость стойки, которая определится из формулы


� EMBED Equation.2  ���,


где l0 ( приведенная (свободная) длина стойки, l0 = ( l. Здесь ( (коэффициент приведенной длины, зависящий от способа закрепле�ния концов стойки (для нашего примера ( = 0,5), l ( длина стойки; imin ( минимальный радиус инерции сечения стойки (в данном слу�чае ( радиус инерции относительно оси y). Таким образом,


� EMBED Equation.2  ���.


	По табл. 5 находим ( при ( = 55,76, интерполируя до третьего знака после запятой:


при ( = 50		( = 0,89;


при ( = 60		( = 0,86.


	Поэтому при ( = 55,76


� EMBED Equation.2  ���


	Подставляя значения F, ( и R в формулу (7.20), получим допус�тимое значение сжимающей силы с точки зрения устойчивости рассматриваемой стойки:


Р = 0,873(46,5(10-4(1,9(105 = 771 кН.


	Преимуществом стойки из двутавра является простота конст�рукции и малая трудоемкость изготовления и монтажа, недостат�ком ( неравная устойчивость в разных плоскостях.


	2. Подбор сечения стойки из двух швеллеров. При рассмотрении этого вопроса составное сечение стойки следует рас�сматривать как цельное, и поэтому расчет приведенной гибкости можно не выполнять. Подбор составного сечения стойки будем производить путем последовательного приближения. Для этого за�даемся произвольным значением (, подбираем сечение и сопостав�ляем возникающие в нем напряжения с расчетным сопротивлени�ем. Эта операция производится до тех пор, пока напряжение, возникающее в стойке, будет достаточно близким к расчетному сопротивлению (отклонение не должно превышать ( 5%).


	Примем ( = 0,6. Из (7.20) определим требуемую площадь F сечения двух швеллеров:


� EMBED Equation.2  ���


	По ГОСТ 8240(72 принимаем швеллер № 24а, для которого


� EMBED Equation.2  ���.


	Для обеспечения равноустойчивости стойки из двух швеллеров нужно, чтобы гибкость ее была примерно одинаковой в обеих плоскостях. Для принятого сечения из двух швеллеров определим максималь�ную гибкость:


� EMBED Equation.2  ���.


	По табл. 5 находим значение ( для полученной гибкости:


при ( = 10		( = 0,99;


при ( = 20		( = 0,97.


	Для ( = 15,24:


� EMBED Equation.2  ���;      F = 2 Fшв = 0,00658 м2.


	Определяем напряжение в стойке:


� EMBED Equation.2  ���кПа ( R .


	Недонапряжение составляет


� EMBED Equation.2  ���


	Необходимо уменьшить сечение стойки. Принимаем стойку из швеллеров № 20 (Fшв = 0,00234 м2; ix = 0,0807 м). Определим гибкость:


� EMBED Equation.2  ���


	По табл. 5 для ( = 18,59 находим: ( = 0,973, и учитывая, что F = 2Fшв = 0,00468 м2, получим:


� EMBED Equation.2  ���кПа ( R.


	Недонапряжение составляет


� EMBED Equation.2  ���


	Принимаем стойку из швеллеров №18 (F = 0,00207 м2; ix = �= 0,0724 м), гибкость которой принимает значение:


� EMBED Equation.2  ���


	По табл. 5 для ( = 20,72 находим: ( = 0,973; F = 0,0414 м2:


� EMBED Equation.2  ���кПа.


	Перенапряжение составляет 


� EMBED Equation.2  ���,что допустимо.


	Окончательно принимаем стойку из двух швеллеров №18. Из сортамента ГОСТ 8240(72 выписываем необходимые данные:


Ix = 1090(10(8 м4, Iy = 86(10(8 м4, z0 = 0,0194 м, h = 0,18 м, b = 0,07 м.


	Момент инерции поперечного сечения стойки из двух швелле�ров относительно оси x: � EMBED Equation.2  ��� Момент инерции составного сечения относительно оси y можно изменять, сближая или удаляя швеллеры один относительно другого. Определим расстояние между швел�лерами из условия, что Iy = 1,2(Ix . Из рис. 7.6, б имеем с = а +2(z0 , где а ( расстояние между собственными осями y каждого из швеллеров. Тогда:


� EMBED Equation.2  ���,


отсюда


� EMBED Equation.2  ���м.


	Монтажное расстояние между швеллерами будет с = а + 2(z0  = = 0,1537 + 2(0,0194 = 0,1925 м, принимаем c = 0,192 м. Сравнивая сечение из двух швеллеров с заданным двутавровым, видим, что площадь заданного сечения составляет 46,5(10(4 м2, а полученного из двух швеллеров ( 41,4(10(4 м2. Таким образом, расход металла на стойку из двух швеллеров (без учета металла на соединительные планки) будет меньше в 46,5/ 41,4 = 1,12 раза, или на 12%, чем на стойку из одного двутавра.


	Однако конструкция стойки из двух швеллеров трудоемка в изготовлении по сравнению со стойкой из двутавра. Экономиче�ское преимущество подобранного сечения стойки, состоящего из двух швеллеров, по сравнению с двутавром, объясняется более ра�циональным распределением ее изгибных жесткостей в различных направлениях. Это приводит к выравниванию значений моментов инерции относительно главных центральных осей инерции сечения и тем самым, к равноустойчивости стойки в указанных направле�ниях.


	Это положение является важным обстоятельством для разработ�ки оптимальных конструктивных решений с позиции устойчивос�ти.


8. ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ


8.1. Основные определения


	В предыдущих разделах рассматривалось такое нагружение кон�струкций, когда прикладываемые усилия изменялись настолько медленно, что возможно было считать их статическими. В ин�женерной практике же часто встречаются случаи когда нагрузка достаточно быстро изменяет свое направление или величину. Такое нагружение называется динамическим и вызывает значительные силы инерции в сооружении, которые приводят к появлению до�полнительных (к статическим) напряжений и деформаций.


	Известны случаи, когда инженерные конструкции, рассчитан�ные с большим запасом прочности на статическую нагрузку, разру�шались под действием сравнительно небольших динамических сил.
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