	Если балка имеет n ( конечное число участков, из 2n числа граничных условий получим 2n алгебраических уравнений относ
и
тельно 2n постоянных ин�тегрирования.

	Если момент и жес
т
кость являются непрерывными по всей длине балки функциями Mx (z) и E Ix (z), то решение может быть получено, как результат последовательного интегрирования урав�нения (5.19) по всей длине балки:

интегрируя один раз, получаем закон изменения углов п
о
ворота

� EMBED Equation.2  ���,

интегрируя еще раз, получаем функцию прогибов

� EMBED Equation.2  ���.

	Здесь C1 и С2 произвольные постоянные интегрирования долж�ны быть определены из граничных условий.

	Если балка имеет постоянное поперечное сечение по длине, то для определения функций прогибов и углов поворота удобно при�менить метод начальных параметров, суть которого в сле�дующем.

�

Рис. 5.24

	Рассмотрим балку (рис. 5.24) с постоянным поперечным сече�нием, нагруженную
 вза�им
о
уравновешенной
 
с
и�стемой 
п
ол
о
ж
и
тел
ь
ных силовых факторов (т.е., вызывающих ве
р
т
и
каль�ные пер
е
мещ
е
ния сече�ний балки в пол
о
жи�тельном напра
в
л
е
нии оси y). Начало си
с
темы координат п
о
ме
с
тим на левом конце балки так, чтобы ось z проходила вдоль оси балки, а ось y была бы направлена вверх. На балку действуют: м
о
мент М, сосре�доточенная сила Р и равномерно распред
е
ленная на участке бруса нагрузка интенсивностью q (рис. 5.24). 



	Задача заключается в том, чтобы выявить особенности, вноси�мые в уравнение упругой линии, различными типами внешних си�ловых факторов. Для этого составим выражение изгибающих мо�ментов для каждого из пяти участков заданной системы.

Участок I ( 0( z ( l1 ) 		 Mx (z) = 0.

Участок II (l1 ( z ( l2 ) 	 Mx (z) = M.

Участок III (l2 ( z ( l3 ) 	 Mx (z) = M + P (z ( l2).

Участок IV (l3( z ( l4) 		 Mx (z) = M + P (z ( l2) + � EMBED Equation.2  ���.

Уч(ток V(l4 ( z ( l5) Mx (z) = M + P (z ( l2) + � EMBED Equation.2  ���.

	На участке V, где распределенная нагрузка отсутствует, при выводе выражения для изгибающего момента, с целью сохранения рекуррентности формул для разных участков была приложена взаимоуравновешенная распределенная нагрузка.

	Для вывода обобщенного выраж
е
ния  изгибающего мо�мента введем следующий оператор � EMBED Equation.2  ���, означающий, что члены в
ы
р
а
жения, стоящее перед ним следует учитывать при z > li и иг�норир
о
вать при z ( li . На основании этого, обобщенное выраж
е
ние момента Mx (z) для произвольного сечения z может быть зап
и
сано единой формулой:

Mx (z) = M� EMBED Equation.2  ���+ P (z ( l2) � EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(

� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.					(5.20)

	Подставляя (5.20) в (5.19) и дважды интегрируя, получим выра�жение для прогибов:

E Ix y (z) = C0 + C1 z +� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���

+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.				(5.21)

	Постоянные интегрирования C0 и C1 по своей сути означают:

C0 = E Ix y (0) , C1 =� EMBED Equation.2  ���	(5.22)

и определяются из граничных условий на левом 
ко
н
ц
е
 балки. Т
о
гда формула для прогибов примет следующий око
н
ча�тел
ь
ный вид:

E Ix y (z) = E Ix y0 + � EMBED Equation.2  ���z +� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+

+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.				(5.23)

	Соответственно, формула для углов поворотов сечений балки определяется из (5.23) простым дифференцированием:

E Ix ( (z) = � EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���

+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.				(5.24)

	Как видно, для определения прогибов и углов поворота балок данным методом начальных параметров достаточно знание лишь значений прогиба y0 , угла поворота (0 в начале системы коорди�нат, т.е. так называемых начальных параметров. Поэтому дан�ный м
е
тод и называется методом начальных параметров.

5.8. Пример расчета (задача № 10)

	Для схем стальных балок I и II, изображенных на рис. 5.25 и 5.26, определить методом начальных параметров углы поворота се�чения и прогиб в точке D. Модуль упругости Е = 2(108 кН/м2. По�пере
ч
ные сечения балок: схема I ( круглое диаметром d = 0,24 м, схема II ( квадратное со стороной a = 0,2 м.

	Решение

	Схема I.

	1. Определение опорных реакций балки (рис. 5.25)

(y = 0, R0 + q(c ( P = 0, R0 = (q(c + P = (10(1,4 + 12 = (2 кН;

(M0 =0, � EMBED Equation.2  ���,

M0 = q c (b + 0,5 c) ( M ( P (b + c + e) = 10(1,4((1,8 + 0,5(1,4) (

( 20 ( 12((1,8 + 1,4 + 1,2) = (37,8 кН(м.

�

Рис. 5.25

	Для проверки правильности определения опорных реакций с
о
с�тавим уравнения равновесия:

(MD = 0, M0 + R0(4,4 + q(c((0,5(c + e) + M = (37,8 ( 2(4,4 + 

+ 10(1,44((0,5 1,4 + 1,2) + 20 = 46,6 ( 46,6 = 0.

	Реакции найдены верно.

	2. Применение метода начальных параметров. Исполь�зуя уравнение (5.23), для нашего случая запишем:

E Ix y (z) = E Ix y0 + � EMBED Equation.2  ���z +� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(

(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.

	Здесь M0 и Q0 ( момент и реакция в заделке (т.е. в начале к
о
о
р
�динат). Знак (z > a означает, что слагаемое, после которого он сто�ит, нужно учитывать при z > a и не надо ( при z ( a. Начал
ь
ные параметры имеют значения: y0 = 0; (0 = 0; M0 = (37,8 кН(м, R0 =  �= (2 кН (знак реакций определяется по знаку перемещения выз�ванного этими усилиями). Тогда выражение для определения про�гибов будет иметь вид:

E I y (z) = -� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+�		+� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.

	Соответственно выражение для определения углов поворота б
у
�дет:

� EMBED Equation.2  ���=-37,8(z ( z2 +� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+ �		 + 20((z ( 3,2)� EMBED Equation.2  ���.

	С помощью этих выражений определяем yD  и (D:

� EMBED Equation.2  
�
�
�

		� EMBED Equation.2  ���кН(м3.

� EMBED Equation.2  ���кН(м2.

	Жесткость сечения при Е = 2(108 кН/м2 равна:

� EMBED Equation.2  ���кН(м2.

	Тогда, окончательно:

� EMBED Equation.2  ���

	Прогиб точки D происходит вниз, а сечение поворачивается по часовой стрелке.

	Схема II.

�

Рис. 5.26

	1. Определение опорных реакций балки (рис. 5.26).

(M0 =0,    RB (b + c + e) ( q((c + e)((b + 0,5((c + e)( + M + P b = 0,

� EMBED Equation.2  ���

	=� EMBED Equation.2  ���кН;

(MB =0,    R0 (b + c + e) ( 0,5(q((c + e)2 ( M + P((c + e) = 0,

� EMBED Equation.2  ���кН.

	Для проверки правильности определения опорных реакций с
о
с�тавим уравнение равновесия сил по оси y:

(y =0; R0 + RB + P ( q (c + e) = 7,86 + 14,14 + 8 ( 10(3 = 30 ( 30 = 0.

	Реакции найдены верно.

	2. Применение метода начальных параметров. Исполь�зуя метод начальных параметров, для рассматриваемой балки запи�шем:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

	Из условий закрепления балки при z = 0 имеем: y0 = 0; М0=0.

	Подставляя числовые значения, получим:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

	В данном выражении неизвестно (0. Из условия закрепления балки при z = b + c + e имеем, что y = 0. Вычисляя прогиб на правом ко
н
це балки и приравнивая его к нулю, получим уравн
е
ние для определения (0:

� EMBED Equation.2  ���.

	Отсюда E I (0 = (20,84 кН(м2. Теперь выражение для определе�ния прогибов будет иметь вид:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

	Соответственно, выражение для определения углов поворота будет:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

	С помощью этих выражений определяем yD  и (D:

� EMBED Equation.2  
�
�
�кH(м3.

� EMBED Equation.2  ���кН(м2.


	Вычисляем жесткость сечения (Е = 2(108 кН/м2):



� EMBED Equation.2  ���кН(м2.



	Тогда, окончательно,

� EMBED Equation.2  ���рад.

	Перемещение точки D происходит вниз, а сечение поворачива�ется по часовой стрелке.

5.9. Косой изгиб

	Под косым изгибом понимается такой случай изгиба, при к
о
тором плоскость изгибающего момента не совпадает ни с одной из главных осей поперечного сечения (рис. 5.27, а). Косой изгиб удобнее всего рассмотреть как одновременный изгиб бруса относи�тельно главных осей x и y поперечного сечения бруса. Для этого общий вектор изгибающего момента М, действующего в попереч�ном сечении бруса, раскладывается на составляющие момента от�носительно этих осей (рис. 5.27, б):

Mx = M(sin(;     My = M(cos( .			(5.25)

	Введем следующее правило знаков для моментов Mx и My (�момент считается положительным, если в первой четверти коорди�натной плоскости (там, где координаты x и y обе положительны) он вызывает сжимающие напряжения.

�

Рис. 5.27

	На основании принципа независимости действия сил нормаль�ное напряжение в произвольной точке, принадлежащей к попереч�ному сечению бруса и имеющей координаты x, y, определяется суммой напряжений, обусловленных моментами Mx и My , т.е.

� EMBED Equation.2  ���.				(5.26)

	Подставляя выражения Mx и My  из (5.25) в (5.26), получим:

� EMBED Equation.2  ���.

	Из курса аналитической геометрии известно, что последнее вы�ражение представляет собой уравнение плоскости. Следовател
ь
но, если в каждой точке сечения отложить по нормали вектор н
а
пря�жения (, то концы векторов образуют геометрическое место точек, принадлежащих одной плоскости, как и при поперечном изгибе.

	Уравнение нейтральной линии, т.е. геометрического места т
о
чек, где нормальное напряжение принимает нулевые значения, на
й
дем, полагая в (5.26) ( = 0:

� EMBED Equation.2  ���.

	Откуда определяется:

� EMBED Equation.2  ���.		(5.27)

	Поскольку свободный член в (5.27) равен нулю нейтральная линия всегда проходит через начало координат. Как видно из в
ы
ражения (5.26), эпюра напряжений в поперечных сечениях бруса линейна, следовательно, максимальные напряжения в сечении воз�никают в точках наиболее удаленных от нейтральной линии. В том случае, когда сечение имеет простую форму (прямоугольник, круг), положение наиболее опасных точек легко определяется визуально. Для сечений, имеющих сложную форму, необходимо применить графический подход.

	Далее покажем, что при косом изгибе нейтральная линия не перпендикулярна к плоскости действия изгибающего момента, как это всегда выполнялось при поперечном изгибе. Действительно угловой коэффициент K1 следа момента (рис. 5.27, б) равен:

K1 = tg ( .				(5.28)

	Угловой же коэффициент нейтральной линии, как это следует из (5.27), определяется выражением:

� EMBED Equation.2  ���tg (  = K2 � EMBED Equation.2  ���.			(5.29)

	Так как в общем случае Ix ( Iy, то условие перпендикулярности прямых, известное из аналитической геометрии, не соблюдается, п
о
скольку K1 ( � EMBED Equation.2  ���. Брус, образно выражаясь, предпочитает и
з
ги�баться не в плоскости изгибающего момента, а в некоторой др
у
гой плоскости, где жесткость на изгиб будет минимальной.
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