5.10. Пример расчета (задача № 11)


	Стальная балка АВ, расчетная схема и поперечное сечение ко�торой показаны на рис. 5.28, а, (c = 0,03 м) нагружена силами Р1 и Р2. Требуется:


�


	1. Построить эпюры изгибающих моментов в главных плоско�стях инерции;


	2. Установить по эпюрам изгибающих моментов опасное сече�ние балки. Найти для опасного сечения положение нулевой линии;


	3. Вычислить наибольшие растягивающие и сжимающие нор�мальные напряжения;


	4. Определить значение полного прогиба в середине пролета балки и указать его направление.


	Решение


	1. Построить эпюры изгибающих моментов в глав�ных плоскостях инерции. Ввиду симметричности сечения бал�ки относительно осей x и y (рис. 5.28, а), можно сделать вывод, что эти оси ( главные. Для построения эпюр изгибающих моментов, используя принцип независимости действия сил, представим косой изгиб как изгиб в двух главных плоскостях инерции бруса (рис. 5.28, б, г). Определив опорные реакции, составим аналитиче�ские выражения изгибающих моментов и вычислим их значения в характерных сечениях. Построим эпюры изгибающих моментов Mx и My  (рис. 5.28, в, г), откладывая ординаты со стороны растянутых волокон. В соответствии с принятым правилом знаков (п. 5.9), Mx < 0, My > 0.


	2. Установить по эпюрам изгибающих моментов опасное сечение балки. Найти для опасного сечения положение нулевой линии. Сравнивая ординаты эпюр Mx и My , делаем вывод, что опасными могут быть сечения D или С, т.к. в них предположительно возникают наибольшие по величине изгибающие моменты. Для того, чтобы установить, какое из них является наиболее опас�ным, нужно вычислить возникающие в сечениях C и D наибольшие нормальные напряжения и сравнить их. Теоретически доказано, что если контур поперечного сечения так вписывается в прямо�угольник, что четыре крайние точки сечения совпадают с углами прямоугольника, то максимальное нормальное напряжение будет в одном из углов прямоугольника и определится по формуле:


� EMBED Equation.2  ���, 


где все величины берутся по абсолютной величине. У нас именно такой случай. Осевые моменты инерции сечения вычислим по следующим зависимостям:


� EMBED Equation.2  ���=


� EMBED Equation.2  ���м4;


� EMBED Equation.2  ���м4.


	Моменты сопротивления сечения Wx и Wy определятся следу�ющим образом:


� EMBED Equation.2  ���м3;


� EMBED Equation.2  ���м3.


	Таким образом, наибольшие напряжения в сечениях С и D рав�ны:


сечение С


� EMBED Equation.2  ���кПа = 10,29 МПа; 


сечение D


� EMBED Equation.2  ���кПа = 10,38 МПа. 


�


Рис. 5.29


	Сравнивая эти значения, заключаем ( опасным является сече�ние D. Подставив значения Ix , Iy , Mx , My  в формулу (5.29) полу�чим:


� EMBED Equation.2  ����= 0,535,  откуда ( ( 28,17(.


	Нулевая линия пройдет в тех четвертях поперечного сечения, в которых изгиба�ющие моменты будут вызы�вать нормальные напряже�ния разных знаков. В на�шем случае это будут пер�вая и третья четверти. По�этому, отложив угол ( ( (28,17( от оси x против хода часовой стрелки, проведем нулевую линию (рис. 5.29).


	3. Вычислить наибольшие растягивающие и сжима�ющие нормальные напряжения. Вершины стрелок нормаль�ных напряжений, определяемых по формуле (5.26) будут лежать на плоскости, пересекающей плоскость поперечного сечения по нуле�вой линии. При взгляде на плоскость напряжений вдоль нулевой линии мы увидим ее в виде прямой, ординаты которой показаны в виде эпюры ( на рис. 5.29. Наибольшие нормальные напряжения будут иметь место в точках 2 и 4 и различаться только знаком. Дей�ствительно, подставляя в формулу (5.26) координаты точек 2 и 4, получаем:


точка 2


� EMBED Equation.2  ��� ( (10385 кН/м2 (�( (10,38 МПа;


точка 4


� EMBED Equation.2  ��� ( (10385 кН/м2 (�( 10,38МПа.


	Отложив в удобном масштабе полученные величины напряже�ний, построим эпюру напряжений ( (рис. 5.29).


	4. Определить значение полного прогиба в середине пролета балки и указать его направление. Полный про�гиб (перемещение центра тяжести сечения С) вычисляем по фор�муле:


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���( проекции полного прогиба на главные оси. Эти ве�личины можно определить методом начальных параметров. Начало координат поместим на левом конце балки в точке А.


	Прогиб в плоскости x0z. Начальные параметры:


� EMBED Equation.2  ��� кН.


	Составим выражение прогибов fx (z) с помощью универсального уравнения упругой линии балки:


� EMBED Equation.2  ���.	(5.30)


	Величину (0 определим из условия, что при fx (l) = 0. Под�ставляя в выражение (5.30) z = l = 4 м, получим:


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���.


	Окончательно выражение прогибов fx (z) будет иметь вид:


� EMBED Equation.2  ���.		(5.31)


	Для определения прогиба в середине пролета подставим z =�= 0,5(l = 2 м в выражение (5.31):


� EMBED Equation.2  ���кН(м3.


	Учитывая, что Е = 2(108 кН/м2 и Iy = 891(10(8 м4, получаем:


� EMBED Equation.2  ���м = 7,45(10-4 м.


	Прогиб в плоскости y0z. Начальные параметры: 


� EMBED Equation.2  ���кН.


	Выражение для прогибов fy (z) получаем с помощью метода на�чальных параметров:


� EMBED Equation.2  ���.	(5.32)


	Подставляя z = l = 4 м в выражение (5.32) и учитывая, что в т. В прогиб равен нулю, получаем уравнение для определения (0 :


� EMBED Equation.2  ���, 


откуда


� EMBED Equation.2  ���.


	Окончательно выражение для прогибов fy (z) будет иметь вид:


� EMBED Equation.2  ���.		(5.33)


	Для определения прогиба в середине пролета подставим z = = 0,5 l = 2 м в выражение (5.33):


� EMBED Equation.2  ���кН(м3;


� EMBED Equation.2  ���м = (0,64(10(4 м.


	Определим величину модуля вектора полного прогиба 


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���м.


	Направление вектора полного прогиба показано на рис. 5.30. При этом, угол ( определим по формуле:


� EMBED Equation.2  ���;    ( = (40,5(.


�


5.11. Внецентренное растяжение и сжатие


	Внецентренное сжатие и растяжение как и косой изгиб отно�сится к сложному виду сопротивления бруса. При внецентренном растяжении (сжатии) равнодействующая внешних сил не совпадает с осью бруса, как при простом растяжении, а смещена относи�тельно оси z и параллельна ей (рис. 5.31).


	Пусть в точке А(xA , yA ) приложена равнодействующая внешних сил Р. Тогда относительно главных осей x и y равнодействующая сила Р вызывает моменты:


Mx = P(yA ;     My = P(xA .			(5.34)


	Таким образом, при внецентренном растяжении (сжатии) в по�перечном сечении бруса возникает нормальная сила Nz= P и изги�бающие моменты Mx и My . Следовательно, на основании принци�па независимости действия сил в произвольной точке В с коорди�натами x, y нормальное напряжение ( определяется следующим выражением:


� EMBED Equation.2  ���.			(5.35)


	Используя выражения для квадратов радиусов инерции сече�ния:


� EMBED Equation.2  ���


можно (5.35) преобразовать к следующему виду:


� EMBED Equation.2  ���


	Уравнение нейтральной линии получим, приравнивая нулю вы�ражение для нормальных напряжений (:


� EMBED Equation.2  ���.			(5.36)


	Из (5.36) можно легко определить отрезки, которые отсекает нейтральная линия на координатных осях. Если приравнять x = 0, то получим:


� EMBED Equation.2  ���.


где ay  ( координата точки пересечения нейтральной линии и оси y.


	Решая это уравнение, получим:


� EMBED Equation.2  ���.


	Аналогичным образом можно определить координату пересече�ния нейтральной линии и оси x:


� EMBED Equation.2  ���.


	Можно решить и обратную задачу ( определить координаты приложения силы Р при заданных отрезках аx и аy . Опуская про�стейшие выкладки, приведем окончательные выражения:


� EMBED Equation.2  ���.


	Наибольшее напряжения, как и при косом изгибе, имеют место в точке наиболее удаленной от нейтральной линии. При внецент�ренном растяжении (сжатии) в отличие от косого изгиба нейтраль�ная линия не проходит через центр тяжести сечения. Расстояние от начала координат x0y до прямой a y + b x + c = 0, как известно из курса аналитической геометрии, определяется по фор�муле:


� EMBED Equation.2  ���.


	Следовательно, в данном случае (рис. 5.32):


�


Рис. 5.32


� EMBED Equation.2  ���	(5.37)


	Тогда, как это следует из (5.37), по мере того, как точка приложения силы приближается к центру тяжести сечения, нейтральная линия удаляется от него.


	При xA ( 0, yA ( 0, получаем 0 C ( (. Сила в данном случае стано�вится центральной, а напряжения в этом случае распределены по сечению равно�мерно. В тех случаях, когда нейтральная линия пересекает сечение, в нем возникают напряжения разного знака. В противном случае в сечении во всех точках возникают напряжения одного знака. Следовательно, в окрестности центра тяжести всегда существует некая область, называемая ядром сечения, такая, что если точка приложения силы Р расположена в пределах указанной области, то в поперечном сечении возникают напряжения лишь одного знака. При этом если сила приложена по границе ядра сечения, то нейтральная линия касается контура сечения.


	Данный факт имеет большое значение при проектировании колонн из хрупких материалов, (например, бетона, кирпича и т.д.), которые, как пра�вило, имеют существенно меньшую прочность на растяжение, не�жели на сжатие. Поэтому при проектировании таких конструкций необходимо предусмотреть, чтобы равнодействующая сжимающая сила была расположена в пределах ядра сечения.


5.12. Пример расчета (задача № 12)


	На брус заданного поперечного сечения (a = 1,05 м, b = 1 м, с = 0,15 м, d = 0,2 м) в точке D верхнего торца действует продоль�ная сила Р = 150 кН (рис. 5.33). Требуется: 	


	1. Найти положение нулевой линии;


	2. Определить наибольшие (растягивающие и сжимающие) на�пряжения;


	3. Построить ядро сечения.


	Решение


	1. Найти положение нулевой линии.


	1.1. Нахождение положения главных центральных осей. Так как поперечное сечение бруса (рис. 5.33) имеет две оси симметрии xС и yС , то они и будут главными центральными осями инерции. Площадь поперечного сечения бруса равна:


			� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���м2.





�


	1.2. Определение главных центральных моментов инерции и главных радиусов инерции. Моменты инерции определяем по формулам:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


= 521,6(10(4 м; 


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���м4 .


	Вычисляем квадраты главных радиусов инерции:


� EMBED Equation.2  ���м2 ;


� EMBED Equation.2  ���м2 .


	1.3. Определение положения нулевой линии. Отрезки, отсекаемые нулевой линией на главных центральных осях инерции, определяем по формулам:


� EMBED Equation.2  ���м;


� EMBED Equation.2  ��� м,


где xP = 0,525 м и yP = 0,5 м ( координаты точки приложения силы Р (точка D на рис. 5.33). Отложив отрезки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, соответст�венно, на осях xC и yC , и проведя через их концы прямую, получим нулевую линию сечения, т.е. геометрическое место точек, где  нормальные напряжения равны нулю (( = 0). На рис. 5.33 эта линия обозначена n(n.


	2. Определить наибольшие (растягивающие и сжи�мающие) напряжения. Точка D, координаты которой xD =  = 0,525 м и yD = 0,5 м , наиболее удалена от нулевой линии в сжа�той зоне сечения, поэтому наибольшие сжимающие напряжения возникают в ней и определяются по формуле:


� EMBED Equation.2  ���


=� EMBED Equation.2  ���(1,436 кН/м2 .


	Наибольшие растягивающие напряжения возникают в точке К, имеющей координаты xK = (0,525 м и yK = (0,5 м :


� EMBED Equation.2  ���


=� EMBED Equation.2  ���0,996 кН/м2.


	По полученным значениям (D и (К строим эпюру нормальных напряжений (рис. 5.33).


	3. Построить ядро сечения. Для построения ядра симмет�ричного сечения рассмотрим два положения касательной к контуру сечения I(I и II(II (рис. 5.33). Отрезки, отсекаемые касательной I(I на осях координат, равны:


� EMBED Equation.2  ���= (;     � EMBED Equation.2  ���= 0,5 м.


	Координаты граничной точки I ядра сечения определяются по формулам:


� EMBED Equation.2  ���м.


	Касательная II(II отсекает отрезки � EMBED Equation.2  ���= 0,525 м, � EMBED Equation.2  ���= (.


	Соответственно, координаты граничной точки 2:


� EMBED Equation.2  ���.


	Координаты граничных точек второй половины ядра сечения можно не определять, т.к. сечение бруса симметричное. Учитывая это, для касательных III(III, IV(IV координаты граничных точек 3 и 4 будут:


� EMBED Equation.2  ��� м;	� EMBED Equation.2  ��� .


	Соединив последовательно точки 1, 2, 3 и 4 прямыми, получим ядро рассматриваемого сечения (рис. 5.33).


5.13. Теории прочности


	Как показывают экспериментальные исследования, прочность материалов существенно зависит от вида напряженного состояния. В общем случае нагруженного тела напряженное состояние в ка�кой(либо точке вполне может быть определено величиной напря�жений в трех координатных плоскостях, проходящих через эту точку. При произвольном выборе положения координатных плос�костей, в каждой из них, вообще говоря, имеются и нормальные, и касательные напряжения. Для них вводятся соответствующие обо�значения в плоскости xy: (zz , (zx , (zy ; в плоскости xz: (yy , (yx , (yz; в плоскости yz: (xx , (xy , (xz . Здесь первый индекс показывает ориентацию площадки, в которой действует напряжение, т.е. какой из координатных осей она перпендикулярна. Второй индекс ука�зывает направление напряжения по координатной оси.


	В каждой точке тела существуют три взаимно перпендикуляр�ные плоскости, свободные от касательных напряжений, носящие название главных площадок. Нормальные напряжения в этих пло�щадках называются главными напряжениями и обозначаются (1, (2, (3. При этом всегда (1 > (2 > (3. Заметим, что более подробно вопросы теории напряженного состояния в точке обсуждены в десятом разделе настоящей книги, и по данному вопросу имеется обширная литература.


	Напряженные состояния разделяются на три группы. Напря�женное состояние называется: а) объемным или трехосным, если все главные напряжения (1, (2, (3 не равны нулю; б) плос�ким или двухосным, если одно из трех главных напряжений равно нулю; в) одномерным или одноосным, если два из трех главных напряжений равны нулю.


	Основной задачей теории прочности является установление критерия прочности, позволяющего сравнить между собой опас�ность различных напряженных состояний материала.


	Выбранный критерий прочности должен быть обоснован на основе экспериментальных данных путем проведения испытаний различных материалов в зависимости от вида напряженного сос�тояния, как функция от соотношений между значениями главных напряжений.


	Заметим, что, так как в настоящее время строгой единой тео�рии прочности материалов, в зависимости от вида напряженного состояния, не существует, поэтому при выполнении практических расчетов применяются упрощенные критерии.


	Как отмечалось в п. 2.8, наиболее распространенным и наглядным критерием проверки конструкций на прочность, при простейших случаях напряженного состояния (сжатие(растяжение, кручение, чистый изгиб), является выполнение условия:


(max ( (((,				(5.38)


где (max ( максимальное расчетное значение напряжения, возника�ющее в наиболее опасной точке конструкции; ((( ( допускаемое значение напряжения для материала конструкции.


	В настоящее время при выполнении расчетов конструкций на прочность, при произвольных напряженных состояниях, широко используются три теории прочности. 


	Согласно первой теории критерием прочности является ограничение главного максимального напряжения:


(max = (1 ( (((,				(5.39)


где ((( ( предельное напряжение, полученное из опытов на одно�осное растяжение.


	Основным недостатком этой теории является не учет двух других главных напряжений.


	В основу второй теории прочности заложена гипотеза о том, что критерием оценки работы конструкции является ограни�чение наибольшего удлинения. В формулировке данного положе�ния через главные напряжения ((1 и (2 ) это условие для плоского на�пряженного состояния записывается следующим образом:


(1 ( ( (2 ( ((( ,


где ((( ( напряжение, при котором было вызвано предельное уд�линение образца в опытах на одноосное растяжение; ( ( коэф�фициент бокового расширения. 


	При объемном напряженном состоянии вторая теория проч�ности записывается в виде:


(1 ( ( ((2 ((3) ( ((( ,			(5.40)


	Экспериментальная проверка не всегда подтверждает правиль�ность теории прочности наибольших линейных деформаций при простых нагружениях, т.е. при чистом растяжении или чистом сдвиге. Однако до настоящего времени эта теория имела широкое применение при выполнении инженерных расчетов..


	В основу третьей теории прочности заложена гипотеза о том, что причиной разрушения материалов являются сдвиговые деформации, происходящие на площадках максимальных касатель�ных напряжений, т.е.


(max < (((,				(5.41)


где (max ( расчетное максимальное касательное напряжение, возни�кающее в опасной точке нагруженного тела; ((( ( предельное зна�чение касательного напряжения, полученное из опытов. 


	Для плоского напряженного состояния по третьей теории усло�вие прочности записывается в виде:


(1 ( (2 < ((( .				(5.42)


	В случае поперечного изгиба балки ((2 = 0), если выразить главные напряжения (1 и (3 через ( и (, то условие прочности (5.42) преобразуется в виде:


� EMBED Equation.2  ���,				(5.43)


где R ( расчетное сопротивление материала балки при изгибе. 


5.14. Пример расчета (задача № 13)


	Дан пространственный консольный брус с ломаным очертани�ем осевой линии, нагруженный сосредоточенной силой Р = 1 кН и равномерно распределенной нагрузкой q = 2 кН/м. На рис. 5.34, а этот брус показан в аксонометрии в соответствии с прямоугольной системой координат xyz . Вертикальный элемент бруса имеет попе�речное сечение в виде круга диаметром d = 0,06 м (рис. 5.34, в), горизонтальные элементы бруса имеют поперечные сечения в виде прямоугольника (рис. 5.34, б). Ширина сечения b = d = 0,06 м, а высота сечения c = 0,5 d = 0,03 м. Ориентация главных осей попе�речных сечений на каждом участке показана на рис. 5.34, г.


	Требуется:


	1. Построить в аксонометрии эпюры Mx , My , Mz , Nz, Qx , Qy ;


	2. Указать вид сопротивления для каждого участка бруса;


	3. Определить максимальные напряжения в опасном сечении каждого участка от внутренних усилий Nz, Mx , My и Mz  (касатель�ными напряжениями от Qx  и Qy  можно пренебречь);


	4. Проверить прочность при расчетном сопротивлении R = = 180 МПа.


	Решение


	1. Построить в аксонометрии эпюры Mx , My , Mz , Nz, Qx , Qy . Заметим, что так как заданная система пространственная, при произвольном характере нагружения, в опорном сечении, где установлена заделка, возникает шесть опорных реакций (три опор�ные силы и три момента). Для определения опорных реакций, в данном случае, можем применить шесть уравнений равновесия ста�тики. Так как число независимых уравнений равновесия равно чис�лу опорных реакций, то можно сделать вывод, что рассматриваемая система в виде ломаного бруса, с заделанным одним концом, явля�ется статически определимой. Поэтому рассматриваемая система разрешима по методу сечений. Далее, учитывая особенности конст�рукции, определение величин внутренних усилий можно осущест�вить без предварительного вычисления величин опорных реакций. 
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