	В реальной практике встречаются такие конструкции при рас�чете которых одних лишь уравнений равновесия оказывается не�достаточно, в связи с чем требуется формулирование дополнитель�ных уравнений, связанных с условиями деформирования конструк�ции.


	Системы, в которых количество наложенных связей больше, нежели число независимых уравнений равновесия, называются статически неопределимыми. 


	По сравнению со статически определимыми системами, в ста�тически неопределимых системах имеются дополнительные связи, которые называются лишними. 


	Термин “лишние связи” является условным. Эти связи являют�ся лишними с точки зрения расчетных предпосылок. В действи�тельности эти связи создают дополнительные резервы для конст�рукций, как в плане обеспечения её жесткости, так и прочности.


	На рис. 2.5, а изображен кронштейн, состоящий из двух стерж�ней, шарнирно скрепленных между собой. В связи с тем, что на конструкцию действует лишь вертикальное усилие Р, а система яв�ляется плоской (т.е. все элементы конструкции и вектор внешних сил лежат в одной плоскости), получается, что усилия в стержнях легко определяются из условий равновесия узла А, т.е.


   				(x = 0,     (y = 0.			(2.16)


	Раскрывая эти уравнения, получаем замкнутую систему линей�ных уравнений относительно неизвестных усилий N1 и N2 в кото�рой количество уравнений равно количеству неизвестных:


(N1 ( N2 sin ( = 0;     (N2 cos ( ( Р = 0.
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Рис. 2.5


	Если конструкцию крон�штейна усложнить, добавив еще один стержень (рис. 2.5, б), то усилия в стержнях N1, N2 и N3 прежним способом определить уже не удастся, т.к. при тех же двух уравнениях равновесия (2.16) имеются уже три неиз�вестных усилия в стержнях. В таких случаях говорят, что сис�тема один раз статически неопределима. Разность между числом неизвестных усилий и количеством независимых (значащих) урав�нений равновесия, связывающих эти усилия, называется сте�пенью статической неопределимости рассматриваемой системы.


	В общем случае под n(раз статически неопределимой системой понимается система, в которой число неизвестных внешних опорных реакций и внутренних усилий превышает число не�зависимых и значащих уравнений равновесия на n единиц.





Напряженное и деформированное состояние�при растяжении и сжатии





	Рассмотрим более подробно особенности напряженного состоя�ния, возникающего в однородном растянутом стержне. Определим напряжения, возникающие на некоторой наклонной площадке, со�ставляющей угол ( с плоскостью нормального сечения (рис. 2.6, а).


�


					Рис. 2.6


	Из условия (z = 0, записанного для отсеченной части стержня (рис. 2.6, б), получим:


					р F( = ( F,			(2.17)


где F ( площадь поперечного сечения стержня, F( = F/cos ( ( пло�щадь наклонного сечения. Из (2.17) легко установить:


					р = ( сos (.			(2.18)


	Раскладывая напряжение р по нормали и касательной к на�клонной площадке (рис. 2.6, в), с учетом (2.18) получим:


	(( = p cos ( = ( cos2 (;     (( = p sin ( = � EMBED Equation.2  ���( sin 2 ( .	(2.19)


	Полученные выражения показывают, что для одной и той же точки тела величины напряжений, возникающих в сечениях, про�ходящих через эту точку, зависят от ориентации этой площадки, т.е. от угла (. При ( = 0 из (2.19) следует, что (( = (, (( = 0. При ( = � EMBED Equation.2  ���, т.е. на продольных площадках, (( = (( = 0. Это означает, что продольные слои растянутого стержня не взаимодействуют друг с другом. Касательные напряжения (( принимают наибольшие зна�чения при ( = � EMBED Equation.2  ���, и их величина составляет (max=� EMBED Equation.2  ���. Важно отме�тить, как это следует из (2.19), что � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, в любой точке тела на двух взаимно перпендикулярных площадках касательные напряже�ния равны между собой по абсолютной величине. Это условие является общей закономерностью любого напряженного состояния и носит назва�ние закона парности касательных напряжений.


	Теперь перейдем к анализу деформаций в растянутом стержне. Наблюдения показывают, что его удлинение в продольном направ�лении сопровождается пропорциональным уменьшением попереч�ных размеров стержня (рис. 2.7).
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Рис. 2.7


	Если обозначить: 


� EMBED Equation.2  ���(прод = � EMBED Equation.2  ���;	(попер = (� EMBED Equation.2  ���, ( = (� EMBED Equation.2  ���,


то, как показывают эксперименты, ( = const для данного материала и является безразмерным коэффициентом Пуассона. Вели�чина ( является важной характеристикой материала и определяется экспериментально. Для реальных материалов ( принимает значе�ния 0,1 ( 0,45.


	При растяжении стержня возникают не только линейные, но и угловые деформации.


	Рассмотрим прямой угол АВС (рис. 2.8, а), образованный отрез�ками АВ и АС, в недеформированном состоянии.
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Рис. 2.8


	При растяжении стержня точки А, В и С займут положение А (, B (, C ( соответственно. Величина 


(( = (ВАС ( (А (B (C (


называется угловой деформацией или угловым сдвигом в точке А.


	Совместим точки А и А ( и рассмотрим взаимное расположение отрезков АВ и А (B ( (рис. 2.8, б). На этом рисунке отметим вспомо�гательные точки K и L и прямую n, перпендикулярную отрезку А (B (. Из рис. 2.8, б имеем: 


(прод = � EMBED Equation.2  ���;		(попер = � EMBED Equation.2  ���,


откуда с учетом (прод = � EMBED Equation.2  ���получим: 


			� EMBED Equation.2  ���. 	(2.20)


	Для определения (( спроектируем ломаную ВLB (А ( на ось n (S(sin (( = BL cos (( + (() + LB (sin(( + ((), откуда, учитывая ма�лость угла (( , т.е. sin (( ( (( , cos (( ( 1, получим:


			(( = � EMBED Equation.2  ���.			(2.21)


	В результате совместного рассмотрения (2.20) и (2.21) получим:


(( = � EMBED Equation.2  ���.


Откуда 


� EMBED Equation.2  ���.


Следовательно,


			� EMBED Equation.2  ���.		(2.22)


	Сопоставляя выражение (( с выражением ((  из (2.17) окон�чательно получим закон Гука для сдвига:


					� EMBED Equation.2  ���			(2.23)


где величина � EMBED Equation.2  ��� называется модулем сдвига или модулем упругости материала второго рода.





Основные механические характеристики�материалов





	Для количественной оценки основных свойств материалов, как
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Рис. 2.9


правило, экспериментально определяют диаграмму рас�тяжения в координатах ( и ( (рис. 2.9), На диаграмме от�мечены характерные точки. Дадим их определение. 


	Наибольшее напряже�ние, до которого материал следует закону Гука, назы�вается пределом про�порциональности (П . В пределах закона Гука тангенс угла наклона прямой ( = f (() к оси ( определяется величиной Е.


	Упругие свойства материала сохраняются до напряжения (У , называемого пределом упругости. Под пределом упругости (У  понимается такое наибольшее напряжение, до которого матери�ал не получает остаточных деформаций, т.е. после полной разгруз�ки последняя точка диаграммы совпадает с начальной точкой 0.


	Величина (Т называется пределом текучести материала. Под пределом текучести понимается то напряжение, при котором происходит рост деформаций без заметного увеличения нагрузки. Если необходимо различать предел текучести при растяжении и сжатии (Т соответственно заменяется на (ТР и (ТС . При напряже�ниях больших (Т в теле конструкции развиваются пластические деформации (П , которые не исчезают при снятии нагрузки.


	Отношение максимальной силы, которую способен выдержать образец, к его начальной площади поперечного сечения носит на�звание предела прочности, или временного сопротивления, и обоз�начается через, (ВР (при сжатии (ВС ).


	В табл. 2 приводятся значения указанных характеристик (в кН/м2) наиболее распространенных конструкционных матери�алов.


								Таблица 2


Материал�
(ТР�
(ТС �
(ВР�
(ВС �
Е(10-8�
�
Сталь�
250000�
250000�
390000�
(�
2�
�
Чугун�
140000�
310000�
150000�
640000�
0.7�
�
Медь�
250000�
250000�
320000�
(�
1.1�
�
Алюминий�
50000�
50000�
840000�
(�
0.75�
�



	При выполнении практических расчетов реальную диаграмму (рис. 2.9) упрощают, и с этой целью применяются различные ап�проксимирующие диаграммы. Для решения задач с учетом упру�го(пластических свойств материалов конструкций чаще всего применяется диаграмма Прандтля. По этой диаграмме на�пряжение изменяется от нуля до предела текучести по закону Гука ( = Е (, а далее при росте (, ( = (Т  (рис. 2.10).


	Способность материалов получать остаточные деформации но�сит название пластичности. На рис. 2.9 была представлена ха�рактерная диаграмма для пластических материалов.


�


Рис. 2.10				Рис. 2.11


	Противоположным свойству пластичности является свойство хрупкости, т.е. способность материала разрушаться без образова�ния заметных остаточных деформаций. Материал, обладающий этим свойством, называется хрупким. К хрупким материалам относятся чугун, высокоуглеродистая сталь, стекло, кирпич, бетон, природные камни. Характерная диаграмма деформации хрупких материалов изображена на рис. 2.11.

















2.8. Общие принципы расчета конструкции





	В результате расчета нужно получить ответ на вопрос, удовлет�воряет или нет конструкция тем требованиям прочности и жест�кости, которые к ней предъявляются. Для этого необходимо прежде всего сформулировать те принципы, которые должны быть положе�ны в основу оценки условий достаточной прочности и жесткости.


	Наиболее распространенным методом расчета деталей машин и элементов сооружений на прочность является расчет по на�пряжениям. В основу этого метода положено предположение, что определяющим параметром надежности конструкции является напряжение или, точнее говоря, напряженное состояние в точке. Расчет выполняется в следующем порядке.


	На основании анализа напряженного состояния конструкции выявляется та точка сооружения, где возникают наибольшие на�пряжения. Расчетная величина напряжений сопоставляется с пре�дельно допустимой величиной напряжений для данного материала, полученной на основе предварительных лабораторных испытаний. Из сопоставления найденных расчетных напряжений и предельных напряжений делается заключение о прочности конструкции.


	Указанный метод является не единственным. Например, на практике в некоторых случаях используется метод расчета конст�рукций по разрушающим нагрузкам. В этом методе путем расчета определяется предельная нагрузка, которую может выдержать кон�струкция, не разрушаясь и не изменяя существенно свою форму. Предельная (разрушающая) нагрузка сопоставляется с проектной нагрузкой, и на этом основании делается вывод о несущей способ�ности конструкции в эксплуатационных условиях.


	Методы расчета конструкций выбираются в зависимости от условий работы конструкций и требований, которые к ней предъ�являются. Если необходимо добиться наименьших изменений фор�мы конструкции, то производится расчет по допускаемым пе�ремещениям. Это не исключает и одновременной проверки сис�темы на прочность по напряжениям.


	При расчете конструкций по напряжениям условие прочности записывается в виде:


					(max ( [(] ,			(2.24)


где (max ( расчетное значение напряжения в точке, где возникают наибольшие напряжения, [(] ( допускаемое напряжение.


	Величина [(] определяется по формуле:


					� EMBED Equation.2  ���.			(2.25)


	Здесь n ( число, большее единицы, называемое коэффициен�том запаса по прочности. Для особо ответственных конструкций, для которых требуется не допускать возникновения пластических деформаций, за величину (( принимается (( = (У . В тех случаях, когда допустимо возникновение пластических деформаций, как правило, принимается (( = (Т. Для хрупких материалов, а в неко�торых случаях и умеренно пластических материалов, принимается (( = (В . Здесь (В  ( временное сопротивление материала.


	Критерий прочности, принятый в методе допускаемых напряжений, а именно, напряжения в точке, не всегда и не полностью характеризует условие наступления разрушения конструкции. В ряде случаев за такой критерий целесообразнее принимать предельную нагрузку, которую может выдержать заданная система, не разрушаясь и несущественно изменяя свою форму.


	При определении разрушающей нагрузки для конструкций из пластичного материала применяется схематизированная диаграмма напряжений ( диаграмма Прандтля (рис. 2.10). Схематиза�ция диаграммы заключается в предположении, что материал на на�чальном этапе деформирования находится в упругой стадии вплоть до предела текучести, а затем материал обладает неограниченной площадкой текучести. Материал, работающий по такой диаграмме, называется идеально упруго(пластическим. Такая схема�тизированная диаграмма деформирования в большей степени соот�ветствует действительной диаграмме деформирования материала, имеющего ярко выраженную площадку текучести, т.е. пластичным материалам (см. п. 2.7).


	Если расчет конструкций ведется по предельной нагруз�ке, то определяющим является выполнение условия 


					Рmax ( [P ],			(2.26)


где [P ] ( допускаемая сила, которая определяется по формуле:


					� EMBED Equation.2  ���,			(2.27)


	Здесь Р( ( значение внешних нагрузок, при ко�торых происходит разрушение конструкции; n1 ( коэффициент за�паса.


	В случае расчета конструкции на жесткость необходимо удов�летворять условию 


					u ( [u],				(2.28)


где u и [u] ( расчетное и предельно допустимое значения переме�щения.





Пример расчета (задача № 2)





	Абсолютно жесткий брус АЕ (рис. 2.12, а), имеющий одну шар�нирно неподвижную опору С и прикрепленный в точках В, Д и Е тремя тягами из упруго(пластического материала, нагружен пере�менной по величине силой Р. Площадь поперечного сечения тяг F1, F2, F3, модуль упругости и предел текучести материала тяг Е = 2(105 МПа, (Т = 240 МПа. Допускаемое напряжение [(]=� EMBED Equation.2  ���, где коэффициент запаса прочности n принят равным 1,5.





	Требуется:





	1. Найти усилия в тягах, реакцию опоры С и угловое смещение (поворот бруса вокруг точки С) как функции от величины силы Р;


	2. Определить в процессе увеличения нагрузки Р такую ее вели�чину, при которой напряжение в одной из тяг достигает предела текучести;


	3. Определить в процессе увеличения нагрузки Р ее предельную величину, при которой напряжения в трех тягах достигнут предела текучести, реакцию опоры С и соответствующий этому предель�ному состоянию угол;


	4. Найти величины несущей способности конструкции из рас�четов по методам допускаемых напряжений и разрушающих нагру�зок при одном и том же коэффициенте запаса прочности. Сопо�ставить результаты и сделать вывод.


	Дано: F1 = 2(10(4 м2; F2 = 1(10(4 м2; F3 = 2(10(4 м2; a = 2 м; b = 1 м; c = 1 м; d = 2 м; l1 = 1 м; l2 = 1 м; l3 = 1,2 м.





	Решение





	1. Найти усилия в тягах, реакции в опоре С и угловое смещение (поворот бруса вокруг т. С), как функции от величины силы Р. Для определения величин усилий в тягах в зависимости от Р применим метод сечений. Сделав сечение по всем тягам и приложив в местах сечений усилия N1, N2 и N3, возникающие в тягах, рассмотрим равновесие остав�шейся части, нагруженной продольными усилиями в тягах N1, N2 и N3 реакциями опоры С (RC и HC) и силой Р (рис. 2.12, б). Составив уравнения равновесия статики для оставшейся части, получим:


		1) (z = 0,	НC = 0;					(2.29)


		2) (y = 0,	(Р + N1 + RC ( N2 ( N3 = 0;		(2.30)


		3) (MC = 0,	(Р(3 + N1(1 + N2(1 + N3(3 = 0.	(2.31)


�


Рис. 2.12


	Из уравнений равновесия видно, что система дважды стати�чески неопределима, т.к. два уравнения равновесия (2.30) и (2.31) содержат в своем составе четыре неизвестных. Поэтому для реше�ния задачи необходимо составить два дополнительных уравнения совместности деформаций, раскрывающих статическую неопреде�лимость системы.


	Для составления дополнительных уравнений рассмотрим де�формированное состояние системы (рис. 2.12, в), имея в виду, что брус абсолютно жесткий и поэтому после деформации тяг останет�ся прямолинейным. 


	Эти дополнительные уравнения совместности деформаций по�лучим из подобия треугольников ВСВ1(DCD1 и BCB1(ECE1:


� EMBED Equation.2  ���    и    � EMBED Equation.2  ���.


	Решая эти уравнения, получим: 


		� EMBED Equation.2  ���			(2.32)


		� EMBED Equation.2  ���.	(2.33)


	Выразив деформации тяг по формуле определения абсолютного удлинения:


			� EMBED Equation.2  ���


			� EMBED Equation.2  ���


			� EMBED Equation.2  ���


и подставив эти значения в уравнения (2.32) и (2.33), получим:


		� EMBED Equation.2  ���			(2.34)


		� EMBED Equation.2  ���.		(2.35)


	Подставив найденные значения N2 и N3 в уравнение (2.31) оп�ределяем величину N1 :


(P(3 + N1(1 + 0,5(N1(1 + 2,5(N1(3 = 0;     N1=0,3333P. 


	Зная N1, из уравнений (2.34) и (2.35), находим N2 и N3:


� EMBED Equation.2  ���.


	Опорную реакцию RC определяем из уравнения (2.30), подста�вив найденные значения N1, N2  и N3:


-P + 0,333P + RC ( 0,167P ( 0,833P = 0;     RC = 1,667P.


	После определения величин усилий в тягах N1, N2, N3 и реак�ции RC необходимо проверить правильность их вычисления. Для этого составим уравнение равновесия статики (МA = 0:


(N1(a ( RC (a + b) + N2 (a + b + c) + N3 (a + b + c + d)  = 0;


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���     0 = 0.


	Следовательно, N1, N2, N3 и RC определены правиль�но.


	Угловое смещение бруса (угол (), ввиду его малости, находим как тангенс угла наклона бруса АЕ :


� EMBED Equation.2  ���[рад].


	2. Определить в процессе увеличения нагрузки Р такую ее величину, при которой напряжение в одной из тяг достигнет предела текучести. Для вы�числения величины Р, при которой напряжение в одной из тяг достигнет предела текучести (T , определим нормальные напряже�ния, возникающие в тягах, учитывая то, что тяги работают на рас�тяжение:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


	Полученные величины напряжений показывают, что в тяге 3 напряжение достигнет предела текучести раньше, чем в тягах 1 и 2, так как (3 ( (1 и (3 ( (2. Поэтому, приравняв напряжение (3  пре�делу текучести (T , определим величину Р, при которой нормальное напряжение в тяге 3 достигнет предела текучести (T :


� EMBED Equation.2  ��� кПа,


откуда


� EMBED Equation.2  ���кН.


	3. Определить в процессе увеличения нагрузки Р ее предельную величину, при которой напряжения в трех тягах достигнут предела текучести, ре�акцию опоры С и соответствующий этому пре�дельному состоянию угол. При исчерпании несущей спо�собности всех тяг напряжения в них достигнут предела текучести (T . В этом случае предельные усилия, которые возникнут в тягах, будут равны:


� EMBED Equation.2  ��� = F1((T  = 2(10-4(24(104 = 48 кH;


� EMBED Equation.2  ��� = F2 (T  = 1(10-4(24(104 = 24 кH;


� EMBED Equation.2  ��� = F3((T  = 2(10-4(24(104 = 48 кH.


	Предельную величину внешней нагрузки, соответствующую ис�черпанию несущей способности, найдем из уравнения (2.31), под�ставив в него предельные значения � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���:


(PПР (3 + 48(1 + 24(1 + 48(3 = 0;	PПР = � EMBED Equation.2  ���кН.


	Предельную величину реакции � EMBED Equation.2  ��� определяем из уравнения (2.30):


(72 + 48 +� EMBED Equation.2  ���( 24 ( 48 = 0; � EMBED Equation.2  ��� = 96 кН.


	При определении наименьшего угла поворота бруса, соответст�вующего предельному состоянию системы, необходимо знать, в какой из тяг текучесть наступит позже.


	Полученные величины напряжений (см. п. 2) показывают, что в тягах 1 и 2 напряжения достигнут предела текучести одновремен�но, но позже, чем в тяге 3. Поэтому предельный угол поворота бруса определяем для момента перехода материала тяг 1 и 2 в плас�тическое состояние:


� EMBED Equation.2  ���рад,


или


� EMBED Equation.2  ��� рад.


	4. Найти несущую способность из расчетов по методам допускаемых напряжений и разруша�ющих нагрузок при одном и том же коэффициенте запаса прочности. Сопоставить результаты и сделать вывод. Из предыдущих расчетов (см. п. 2) видно, что текучесть материала раньше появится в тяге 3, т.к. (3 ( (1 и (3 ( > (2. Поэтому для определения величины грузоподъемности из расчета по методу допускаемых напряжений приравниваем напря�жение в этой тяге (3 = 0,417(104 Р к допускаемому напряжению:


� EMBED Equation.2  ���кПа,     0,417(104 [P] = 16(104 кПа,


[P] = � EMBED Equation.2  ���кH.


	Несущая способность конструкции из расчета по методу раз�рушающих нагрузок получим путем деления ранее полученного значения PПР = 72 кН на коэффициент запаса n1 = 1,5:


� EMBED Equation.2  ���кH.


	Сравнивая полученные величины, видим, что несущая спо�собность из расчета по методу разрушающих нагрузок больше несу�щей способности из расчета по методу допускаемых напряжений на � EMBED Equation.2  ���, что подтверждает известное положение о том, что метод допускаемых напряжений, в отличии от метода разрушающих нагрузок, не позволяет определить полную несущую способность системы. Это объясняется тем, что для статически неопределимых систем, переход одного элемента в пластическую стадию работы, как правило, не означает наступления предель�ного состояния. Переход системы в предельное состояние отождествляется с превращением ее из неизменяемой в геометри�чески изменяемую систему. Известно, что в статически неопреде�лимой системе разрушение “лишних связей” не превращает ее в геометрически изменяемую. Так как реальные сооружения чаще всего представляют собой многократно статически неопределимые системы, материал которых обладает свойством пластичности, по�этому метод предельного равновесия имеет важное значение для раскрытия истинных резервов их несущей способности. 








3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ БРУСА





Статические моменты сечения





	При решении практических задач возникает необходимость в использовании различных геометрических характеристик попереч�ных сечений бруса. Настоящий раздел посвящен методам их опре�деления. Рассмотрим некоторое поперечное сечение в системе ко�ординат x, y (рис. 3.1) и рассмотрим два следующих интегральных выражения:


			� EMBED Equation.2  ���			(3.1)


где нижний индекс у знака интеграла указывает на то, что интегри�рование ведется по всей площади сечения F. Каждый из этих инте�гралов представляет собой сумму произведений элементарных пло�щадок dF на расстояние до соответствующей оси (x или y). Первый интеграл называется статическим моментом сечения относительно оси x, а второй ( относительно оси y.


	При выполнении практических расчетов важно знать, как меняются статические моменты сечения при параллельном переносе координатных осей (рис 3.2).


	Очевидно, что


				x = x1 + a; y = y1 + b.			(3.2)


	Подставляя (3.2) в (3.1) получим:





�PAGE  �38�











�PAGE  �37�




















