6. РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ�СИСТЕМ МЕТОДОМ СИЛ


6.1. Стержневые системы.�Степень статической неопределимости


	Под стержневой системой понимается всякая конструк�ция, состоящая из элементов, имеющих форму бруса. Если эле�менты конструкции работают только на растяжение или сжатие си�стема называется фермой (рис. 6.1). Ферма состоит из шарнирно опертых между собой прямых стержней, образующих треугольники и для нее характерно приложение внешних сил в узлах заданной системы.


	Если элементы стержней системы работают в основном на изгиб или кручение, то такая система называется рамой (рис. 6.2).
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	Если все элементы стержневой системы расположены в одной плоскости, в которой также действуют все внешние силы, включая реакции опор, то система называется плоской (рис. 6.1, 6.2).


	Если все элементы заданной системы расположены в одной плоскости, а внешние силы действуют в перпендикулярной плос�кости, то система называется плоскопространственной (рис. 6.3). Стержневые системы, не относящиеся к двум указанным категориям, называются пространственными (рис. 6.4).


	Все стержневые системы принято разделять на статически определимые и статически неопределимые. Под статически определимой понимается такая система, для которой усилия во всех ее элементах могут быть определены по методу сечений с применением лишь урав�нений равновесия. Если этого сделать нельзя, то такая система на�зывается статически неопределимой.


	Разность между числом неизвестных усилий (реакций опор и внутренних силовых факторов) и числом независимых уравнений равновесий, которые могут быть составлены для рассматриваемой сис�темы, называется степенью статической неопредели�мости системы.


	Связи, наложенные на систему, бывают внешними и внутрен�ними. Под внешними понимают ограничения, накладываемые на абсолютные перемещения точек системы, как единое целое. Внутренние же связи ограничивают взаимные (относительные) перемещения элементов системы. Следовательно, статическая неопределимость системы мо�жет быть вызвана как внешними, так и внутренними связями.


	Если рассматривать внешние связи, то можно отметить, что по�ложение жесткого тела на плоскости x,y характеризуется тремя незави�симыми параметрами ( координатами x, y и углом поворота рассматриваемой плоскости. Таким образом, необходимое для равновесия число наложен�ных внешних связей должно быть равно трем (по количеству уравнений равновесия ( (x = 0, (y = 0, (m = 0). Если плоская система состоит из D частей, каждую из которых можно рассмат�ривать как жесткое тело, то количество параметров, определяющих положение этой системы будет равно 3 D. Каждый шарнир, соеди�няющий две части системы, разрешает лишь их взаимный поворот, устраняя возможность их взаимных смещений ( следовательно он уменьшает количество возможных перемещений системы на две единицы. Кроме этого, каждый опорный стержень устраняет воз�можность перемещения системы в соответствующем направлении. Таким образом, подсчитать степень статической неопределимости системы, определяемую внешними связями, можно по следующей формуле: 


W = 3 D ( 2 Ш ( С,


где D ( число частей (“дисков”) системы, каждая из которых может рассматриваться как абсолютно жесткое тело, Ш ( количество шар�ниров в системе, соединяющих “диски”, С ( число опорных стерж�ней. Для статически определимых систем W =0. При W<0 система является статически неопределимой.


	Наиболее характерные типы внешних связей и их схематичные изображения рассмотрены в п. 5.1.


	На рис. 6.5 показана плоская рама, имеющая в первом (а) случае три внешние связи, а во втором случае (б) ( пять. Значит, в первом случае рама имеет необходимое для статической определи�мости количество внешних связей, а во втором же ( две дополни�тельные внешние связи. Однако в обеих ситуациях рама статически неопределима, т.к. конфигурация ее такова, что не позволяет опре�делить усилия во всех ее элементах, используя только уравнения равновесия. Следовательно, для окончательного ответа на вопрос о статической определимости системы необходимо проведение сов�местного анализа наложенных на систему внешних и внутренних связей (более подробно этот вопрос рассматривается в курсе строи�тельной механики).
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Рис. 6.5


	Методы расчета статически неопределимых систем основаны на определении перемещений в ее точках. Выше мы рассматривали метод начальных параметров для вычисления перемещений в бал�ках. При всех достоинствах этого метода он обладает одним суще�ственным недостатком ( при большом количестве участков вычис�лительные формулы становятся весьма громоздкими. Особенно это существенно в случае криволинейной оси стержневой системы.


	В связи с этим, рассмотрим более универсальный метод опре�деления перемещений ( метод Мора, названный так по имени немецкого ученого, предложившего его.


6.2. Определение перемещений методом Мора


	Суть метод Мора в следующем. Если необходимо определить перемещение в заданной точке по заданному направлению, то на�ряду с заданной системой внешних сил в этой точке прикладыва�ется внешнее усилие Ф = 1 в интересующим нас направлении.


	Далее составляется выражение потенциальной энергии систе�мы, состоящей из n участков с учетом одновременного действия заданной системы внешних сил и силы Ф :


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���		(6.1)


� EMBED Equation.2  ���,


где Кх , Ку ( безразмерные величины, зависящие от геометрической формы сечения и учитывают неравномерность распределения каса�тельных напряжений в сечении при поперечном изгибе. Так, на�пример, для прямоугольника Кх = Ку = 1,2, а для двутавра при из�гибе в плоскости его стенки K = F/FCT , где F ( площадь всего сечения двутавра, FCT ( площадь стенки; Nz , Qx  , Qy  , Mz , Mx , My  ( внутренние силовые факторы, возникающие в поперечных сечениях заданной стержневой системы; � EMBED Equation.2  ���(внутренние силовые факторы, возникающие в поперечных сечени�ях заданной системы, от действия усилия Ф = 1.


	Дифференцируя выражение (6.1) по Ф, и полагая после этого Ф = 0, находим искомое перемещение в искомой точке в нужном направлении.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.	(6.2)


	Полученные интегралы называются интегралами Мора и ши�роко применяются при вычислении перемещений стержневых сис�тем. 


	Для систем, элементы которых работают на растяжение или сжатие (например, шарнирно(стержневые системы ( фермы), в формуле Мора (6.2) отличен от нуля будет только слагаемое, содер�жащее продольные силы. При расчете балок или рамных систем, работающих в основном на изгиб, влияние поперечной и продоль�ной силы на перемещение несущественно и в большинстве случаев их влияние не учитывается. В случае пространственной работы стержня или стержневой системы, элементы которой работают, в основном, на изгиб и кручение, в формуле Мора обычно ограничи�ваются рассмотрением слагаемых, содержащих изгибающие и кру�тящие моменты.


	Подробно рассмотрим случай, когда брус работает только на изгиб (Mx ( 0, Nz = Mz = My = Qx = Qy = 0). В этой ситуации вы�ражение (6.2) принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���.				(6.3)


	Согласно (6.3) для определения перемещения произвольной точки в произвольном направлении, последовательно необходимо выполнять следующее:


	1. Построить эпюру моментов Мx  от заданной системы внеш�них сил;


	2. Исключая внешние силы и в точке, где необходимо опре�делить перемещение по заданному направлению, прикладывается единичное усилие (сила ( если требуется определить линейное пе�ремещение; момент ( если требуется определить угловое перемеще�ние), и от действия единичного усилия строится эпюра моментов � EMBED Equation.2  ���;


	3. По формуле Мора (6.3) вычисляется искомое перемещение. 
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Рис. 6.6


	Если принять E I = const, то перемещение в некоторой точке стержня определяется как интеграл от произведения двух функций моментов ( Мx и � EMBED Equation.2  ���. В общем виде инте�грал Мора можно выразить следующей формулой:


� EMBED Equation.2  ���.   (6.4)


	Часто встречаются случаи, когда на участке стержня дли�ной l необходимо вычислить интеграл Мора при условии, что по крайней мере одна из функций ( линейная (рис. 6.6). Пусть f2 = b + k z, тогда из (6.4) получим :


� EMBED Equation.2  ���		(6.5)


где (1 ( площадь эпюры f1 ; f2 (zC) ( ордината линейной эпюры под центром тяжести криволинейной эпюры (рис. 6.6). 


	Приведенное решение носит имя русского ученого Верещагина, впервые его получившего. Таким образом, по способу Вереща�гина операция интегрирования выражения (6.4) в случае линей�ности хотя бы одной из подынтегральных функций существенно упрощается и сводится к перемножению площади криволинейной эпюры на ординату второй (линейной) функции под центром тя�жести криволинейной.


	Используя способ Верещагина, приведем результаты вычисле�ния интегралов Мора для двух наиболее часто встречающихся слу�чаев:


	1. Обе функции f1  и f2 ( линейные (рис. 6.7), тогда


� EMBED Equation.2  ���;			(6.6)


	2. Функция f1 ( квадратная парабола, f2 ( линейная функция (рис. 6.8). Такая ситуация встречается, когда на участке длиной l приложена равномерно распределенная нагрузка q, тогда


� EMBED Equation.2  ���,				(6.7)


где f ( “стрелка” квадратной параболы (рис. 6.8), � EMBED Equation.2  ���.
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	В общем случае, если площадь ( эпюры моментов имеет слож�ную геометрию и представляется возможным ее разбить на пло�щади (k (k = 1,2,3,...), имеющие элементарную геометрию, то ин�теграл Мора I от произведения эпюры ( на эпюру моментов M, может быть представлен в виде:


� EMBED Equation.2  ���.		(6.8)


	Для расчета усилий в статически неопределимых стержневых системах существуют различные методы. Здесь рассмотрим метод сил.


6.3. Метод сил


	Суть этого метода заключается в том, что заданная статически неопределимая система освобождается от дополнительных связей как внешних, так и внутренних, а их действие заменяется соответ�ствующими силами и моментами. Их величины, в дальнейшем, подбираются так, чтобы перемещения системы соответствовали тем бы ограничениям, которые на нее накладываются отброшенными связями.


	Система, освобожденная от дополнительных связей, становится статически определимой. Она носит название основной систе�мы. Для каждой статически неопределимой заданной системы (рис. 6.9, а) можно подобрать, как правило, различные основные системы (рис. 6.9, б, в), однако их должно объединять следующее условие ( основная система должна быть статически определимой и геометрически неизменяемой (т.е. не должна менять свою гео�метрию без деформаций элементов).
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Рис. 6.9


	Рассмотрим систему, которая дважды статически неопределима (рис. 6.10, а). Заменим в основной системе действие отброшенных связей неизвестными усилиями X1 и X2 (рис. 6.10, б). Принятая основная система будет работать также, как и заданная, если на нее наложить условие отсутствия вертикальных перемещений в точках A и B (т.е. в тех местах, где в заданной системе стоят опоры):


� EMBED Equation.2  ���		(6.9)
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Рис. 6.10


	Уравнения (6.9) называются уравнениями совместности деформаций и при их выполнении фактически устанавливается условие эквивалентности между заданной и основной си�стемой при действии внешней силы Р и неиз�вестных усилий X1 и X2 . На основании принципа независимости действия сил (6.9) можно представить в следующем виде:


� EMBED Equation.2  ���		(6.10)


где yA(P), yB(P), yA(X1), yB(X1), yA(X2), yB(X2) ( вертикальные пере�мещения точек А и В основной системы соответственно от дейст�вия сил Р, Х1, Х2.


	Вводя обозначения (11, (12, (1P ( вертикальные перемещения точки А основной системы, соответственно, от последовательного действия сил X1 = 1, X2 = 1, от внешней силы Р; (21, (22, (2P (вертикальные перемещения точки B основной системы, соответст�венно, от последовательного действия сил X1 = 1, X2 = 1, от внеш�ней силы Р, и учитывая существование линейности связи между силой и перемещением, систему уравнений (6.3) можно преобразо�вать в канонической форме:


� EMBED Equation.2  ���			(6.11)


	Последние уравнения носят названия канонических урав�нений метода сил.


	Для вычисления коэффициентов при неизвестных X1 и X2 ис�пользуют формулу Мора:


� EMBED Equation.2  ���, (i, j = 1,2).			(6.12)


	Легко видеть, что � EMBED Equation.2  ���, это свойство называется законом парности коэффициентов при неизвестных. Свободные же коэффициенты определяются по формуле:


� EMBED Equation.2  ���.				(6.13)


	После решения системы (6.11) определяются величины неизве�стных усилий X1 и X2 . Если их значения получились отрицатель�ными, это означает, что реально они действуют в направлении про�тивоположном принятому. Окончательная эпюра моментов опреде�ляется по зависимости


� EMBED Equation.2  ���.			(6.14)


	Эпюра поперечных сил QOK может быть построена по эпюре моментов МОК с использованием зависимости � EMBED Equation.2  ��� и величин приложенных к системе усилий.


6.4. Пример расчета (задача № 14)


	Для балки (рис. 6.11) задано: l1 = 2 l2 , P = q l1, m = q� EMBED Equation.2  ���. 
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Рис. 6.11


	Требуется:


	1. Определить сте�пень статической неоп�ределимости системы и составить уравнение сов�местности деформаций;


	2. Определить коэф�фициенты и решить ка�ноническое уравнение метода сил;


	3. Построить эпюры моментов М и поперечных сил Q.


	Решение


	1. Определить степень статической неопредели�мости системы и составить уравнение совместности деформаций. Используя зависимость W из пункта 6.1, подсчита�ем степень статической неопределимости системы. D = 1, Ш = 0, С = 4 ( W = 3(1 ( 2(0 ( 4= (1, следовательно система один раз ста�тически неопределима. Основную систему получим путем отбрасы�вания опоры в точке А и замены ее действия неизвестным усилием X1 (рис. 6.12). Каноническое уравнение метода сил в данном случае запишется в следующем виде:
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Рис. 6.12


(11 ( X1 + (1P = 0.


	2. Определить коэффициенты и решить канониче�ское уравнение метода сил. От силы X1 строим эпюру M1 (рис. 6.13). Для определения величины (11 воспользуемся выраже�нием (6.12). Фактически эпюру M1 нужно умножить саму на себя и проинтегрировать это произведение:


� EMBED Equation.2  ���
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	Для определения сво�бодного коэффициента в каноническом уравнении строим в основной сис�теме эпюру моментов MP от внешней нагрузки (рис. 6.14) и в соответст�вии с (6.7) получаем:





� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


	При вычислении (1P  было учтено, что эпюры М1 и МP имеют разный знак, т.к. вызывают растяжение разных волокон ( об этом говорит отрицательный знак при (1P . Кроме этого, криволиней�ный участок в эпюре МP был представлен как разность трапеции и параболического сегмента.


	Напишем уравнение совместности деформаций в виде


E I (11 ( X1 + E I (1P = 0,


и, подставляя найденные величины перемещений, получим:


� EMBED Equation.2  ���, откуда X1 =� EMBED Equation.2  ���.


	3. Построить эпюры изгибающих моментов и попе�речных сил. Окончательную эпюру изгибающих моментов полу�чим по формуле:


� EMBED Equation.2  ���.
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Рис. 6.15


	Последняя формула означает, что окончательное значение мо�мента в любом сечении определяется путем сложения значения момента в эпюре МP с величиной момента в эпюре М1, увеличен�ной на коэффициент � EMBED Equation.2  ���ql2 (рис. 6.15, а). Эпюру QОК для заданной системы можно построить следующим образом. Заменив в задан�ной системе опорные реакции RA на X1, по�лучим статически оп�ределимую эквивалент�ную систему, тождест�венную заданной. Да�лее, определяя осталь�ные опорные реакции RC и RD и по методу сечений составляя ана�литические выражения изменения поперечных сил на каждом участке, по ним определив ор�динаты в характерных сечениях, строится эпю�ра QОК (рис. 6.15,б).








7. УСТОЙЧИВОСТЬ ПРЯМЫХ СТЕРЖНЕЙ


7.1. Понятие об устойчивости. Задача Эйлера


	До сих пор мы рассматривали методы определения напряжений и перемещений, возникающих в стержнях и соответственно, зани�мались оценкой их прочности и жесткости. Однако оказывается, что соблюдение условий прочности и жесткости еще не гаранти�рует способности конструкций выполнять, предназначенные им функции в эксплуатационных режимах. Наряду с выполнением ус�ловий прочности и жесткости, необходимо обеспечить и устой�чивость конструкций.


	При неизменной схеме нагружения, под устойчивостью пони�мается свойство способности системы сохранять свое первоначаль�ное равновесное состояние. Если рассматриваемая система таким свойством не обладает, то она называется неустойчивой, а ее равновесное состояние ( неустойчивым состоянием.


	При неизменной схеме нагружения, в процессе роста интен�сивности нагрузок, явление перехода системы от одного равновес�ного состояния к другому равновесному состоянию, называется потерей устойчивости системы. Значения внешних сил, при которых происходит потеря устойчивости, называются кри�тическими. 


	В некоторых случаях при потере устойчивости, система, пере�ходя в новое устойчивое равновесное состояние, продолжает вы�полнять свои функции. Однако в подавляющем большинстве случа�ев, потеря устойчивости системы сопровождается возникновением больших перемещений, пластических деформаций или ее полным разрушением. Поэтому сохранение исходного (расчетного) равно�весного состояния системы является важной задачей и одной из основных проблем сопротивления материалов.
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Рис. 7.1


	Основная задача теории устойчивости заключа�ется в определении критического значения внешних сил и ограничение их величин таким образом, чтобы исключить возможность потери устойчивости задан�ной системы в эксплуатационных режимах.


	Пусть вертикальный стержень закреплен ниж�ним концом, а на свободном верхнем конце цент�рально приложена продольная сила Р (рис. 7.1). На начальном этапе нагружения равновесное состояние системы определяется как простое продольное сжатие, так как на данном этапе нагружения в поперечных сечениях стержня, за иск�лючением продольной силы, остальные силовые факторы равны нулю. При дальнейшем росте внешней силы Р, обнаруживается, что при некотором ее значении P = PKP , стержень изогнется. Так как явление изгиба тесно связано с действием изгибающих момен�тов, возникающих в поперечных сечениях стержня, можем утверж�дать, что при P = PKP происходила смена формы равновесного сос�тояния системы. Если на начальном этапе нагружения P < PKP , равновесное состояние вертикального стержня определялось как простое сжатие, то при P > PKP сжатие сопровождается изгибом. Это означает, что при P = PKP  происходила потеря устойчивости системы.


	Заметим, что в данном случае, смена формы равновесного сос�тояния сопровождается и сменой формы деформирования: в докри�тическом ( прямолинейная форма деформирования, в закритиче�ском ( криволинейная, а в критическом ( смешанная форма.


	Заметим также, что для гибких стержней потеря устойчивости может наступить при напряжениях, значительно меньших предела прочности материалов. Поэтому расчет стержней должен выпол�няться при условии, что сжимающие напряжения не превышают критического значения с точки зрения потери их устойчивости:


� EMBED Equation.2  ���,				(7.1)


где РKP ( значение сжимающей силы, при котором стержень пере�ходит из прямолинейного состояния равновесия к криволинейно�му; F ( площадь сечения стержня.
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Рис. 7.2


	Изучение устойчивости стержней начнем с простейшей задачи о стержне с двумя шарнир�но опертыми концами при действии центрально сжи�мающей силы Р (рис. 7.2).


	Впервые эта задача была поставлена и решена Л.Эйлером в середине ХVIII века и носит его имя.


	Рассмотрим условия, при которых происходит переход от цен�трально сжатого состояния к изогнутому, т.е. становится возмож�ной криволинейная форма оси стержня при центрально приложен�ной сжимающей силе Р. Предполагая, что изгиб стержня будет происходить в плоскости минимальной жесткости, записывая диф�ференциальное уравнение упругой линии балки и ограничиваясь рассмотрением только малых перемещений, имеем:


� EMBED Equation.2  ���			(7.2)
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