	Анализируя полученные результаты, можно сделать следующие выводы.


	Как и для трехстержневой статически неопределимой системы, так и для двухстержневой статически определимой системы, учет пластических деформаций позволил выявить дополнительные ре�зервы систем по несущей способности. Если бы мы ограничились только упругим расчетом, расчетная несущая способность двух�стержневой системы была бы равна P = P1 = 86,6 кН. А за счет учета упруго(пластической работы элементов системы, как было показано, несущая способность будет исчерпана при P = P2 = = 135,1 кН, т.е. при нагрузке в 1,56 раза больше, чем при упругом расчете.


	Далее заметим, что за счет удаления одного среднего элемента из исходной системы, несущая способность и жесткость системы, соответственно, уменьшилась в �EMBED Equation.2��� и в �EMBED Equation.2��� �EMBED Equation.2���= 16 раз.


11. ПЛАСТИНЫ И ОБОЛОЧКИ


1.1. Теория тонких пластин


	Под оболочкой понимается тело, одно из измерений которого, называемое толщиной, значительно меньше двух других. Геометри�ческое место точек, равностоящих от обеих поверхностей оболочки, носит название срединной поверхности. Если срединная по�верхность оболочки является плоскостью, то такую оболочку назы�вают пластиной (рис. 11.1.).


�


Рис. 11.1


	Предполагаем, что на поверхности пластины действует распределенная нагрузка интен�сивностью q = q (x, y). Для вывода диф-ференциального уравнения изогнутой поверх�ности пластинки выделим из ее состава бесконечно малый элемент с раз�мерами dx, dy, h, где h ( толщина пластины. Выделенный элемент с указанными внутрен�ними усилиями изображен на рис. 11.2. Определим внутренние усилия в пластине следующим образом.


�


Рис. 11.2


	Для этого отметим характерную для пластин особенность обозначения изгибающих моментов отличны от тех, что приняты в балках, а именно: Мx ( изгибающий момент на площадке с нормалью парал�лельной оси x; аналогично, Мy ( изгибающий момент на площадке с нормалью параллельной оси y; Мxy ( крутящий момент относи�тельно оси x, действующий в плоскости параллельной оси y; Мyx ( крутящий момент относительно оси y, действующий в плоскости параллельной оси x (см. рис. 10.2). Различие между Qx и Qy состоит в том, что интегрирование ведется по площадке с нормалью параллельной оси x, в первом случае, и по площадке с нормалью параллельной оси y во втором. С учетом изложенного выражения усилий записываются в следующем виде:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ��� 


� EMBED Equation.2  ���


	Проецируя все силы, приложен�ные к элементу пластинки на вертикальную ось z, из условия равновесия получим:


� EMBED Equation.2  ���,


откуда


� EMBED Equation.2  ���				(11.1)


	Далее, составляя условия равновесия в форме суммы моментов относительно координатных осей x и y, и пренебрегая малыми ве�личинами второго порядка, получим:


� EMBED Equation.2  ���				(11.2)


	Подставляя выражения Qx и Qy из (11.2) в (11.1), получим:


� EMBED Equation.2  ���.		(11.3)


	Очевидно, что для определения трех величин Мx , Мy и Мxy од�ного уравнения (11.3) недостаточно. Для решения задачи необхо�димо выразить моменты через прогибы пластинки. С этой целью для тонких пластинок вводится следующие допущения:


	1. Отрезок нормали к срединной поверхности при изгибе ос�тается прямым и перпендикулярным к срединной поверхности. Это допущение носит название гипотезы прямых нормалей.


	2. Величины (z и (z пренебрежимо малы и в расчете не учиты�ваются.


	Поскольку, мы предположили, что (z = 0, то


(z = � EMBED Equation.2  ���,


следовательно, прогиб пластины w не зависит от координаты z, то есть w = w (x, y).


	Пользуясь сделанными предположениями, выразим перемеще�ние точек пластины вдоль осей x и y, соответственно, u и v через их прогиб w.


	Согласно рис. 11.3. можно записать:


� EMBED Equation.2  ���.				(11.4)


�


Рис. 11.3


	Нормаль к срединной поверхности пластинки (C ( C) согласно гипотезе прямых нормалей и в де�формируемом состоянии пластинки � EMBED Equation.2  ��� оста�ется перпендикулярной к искривленной поверхнос�ти. Аналогичным образом получим:


� EMBED Equation.2  ���.	(11.5)


	Закон Гука в данном случае преобразуется к виду:


� EMBED Equation.2  ���	(11.6)


	Выражения для изгибающих моментов с учетом (11.6) принима�ют вид:


� EMBED Equation.2  ���		(11.7)


где � EMBED Equation.2  ��� ( цилиндрическая жесткость пластины.


	Пользуясь соотношениями (11.2) и (11.7), выражения для попе�речных сил можно записать следующим образом:


� EMBED Equation.2  ���				(11.8)


где � EMBED Equation.2  ���( оператор Лапласа.


	Согласно (11.7) величины моментов определяются через один искомый параметр ( прогиб пластины w (x, y). Следовательно, под�ставляя выражение (11.7) в (11.3), окончательно получим


� EMBED Equation.2  ���.			(11.9)


	Выражение (11.9) ( известное дифференциальное уравнение изогнутой срединной поверхности пластины, полученное Софи Жермен и опубликованное Лагранжом в 1811 году.


11.2. Пример расчета (задача № 22)


	В рассмотрим эллиптическую пластинку, жестко заделанную по контуру и нагруженную равномерно распределенной нагрузкой ин�тенсивностью q (рис. 11.4). При a = 1,3 м, b = 1,0 м, h = 0,18 м, q = 300 кН/м2, ( = 1/6, Е = 2(108 кН/м2, требуется:


	1. Определить прогиб пластины в ее середине;


	2. Построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил в пласти�не по направлениям глав�ных диаметров контура;


	3. В точке С с коор�динатами (а/2, b/2) опре�делить изгибающие мо�менты Мx , My и крутя�щий момент Mxy .


	Решение


	Выберем начало коор�динат в центре пластинки и запишем уравнение контура (в нашем случае ( уравнение эллипса):


� EMBED Equation.2  ���.				(11.10)


	При жесткой заделке во всех контурных точках (11.10) должны выполняться следующие граничные условия: � EMBED Equation.2  ���,





�


Рис. 11.4


где n и s ( нормаль и касательная к контуру пластины, соответ�ственно. Нетрудно убедиться, что этим условиям удовлетворяет функция


� EMBED Equation.2  ���, (11.11)


где с ( прогиб в центре пластинки.


	Действительно в результате дифференцирования функции w по n получим:





� EMBED Equation.2  ���.		(11.12)


	Но поскольку, на основании (11.10) в контурных точках 


� EMBED Equation.2  ���,


то выражения (11.11) и (11.12) на контуре обращаются в нуль. Ана�логично можно доказать, что условие � EMBED Equation.2  ��� также выполняется на контуре.


	Проверим, удовлетворяет ли выбранная функция w основному дифференциальному уравнению (11.9). Вычислим частные произ�водные 


� EMBED Equation.2  ���. 


и подставим их в (11.9). Результатом будет выражение


� EMBED Equation.2  ���.


	Очевидно, что оно справедливо в случае, если q = const, а прогиб в центре будет равен


� EMBED Equation.2  ���.			(11.13)


	Выражения изгибающих моментов Mx и My и крутящего мо�мента Мxy в произвольной точке пластинки в соответствии с (11.7) будут иметь вид:


� EMBED Equation.2  ���	(11.14)


	Моменты на концах малой полуоси (x = 0, y = (b) согласно (11.14) будут равны: 


� EMBED Equation.2  ���		(11.15)


В точках, расположенных на концах большой полуоси (x = (a, y = 0) моменты равны:


� EMBED Equation.2  ���		(11.16)


И, наконец, в центре пластины (x = y = 0) моменты равны:


� EMBED Equation.2  ���	(11.17)


	В данном случае имеем:


� EMBED Equation.2  ���кН(м;


� EMBED Equation.2  ���м.


Для точки C(0,5a; 0,5b) выражения � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ��� равны нулю, следовательно: � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���. 


	Для построения эпюр Mx  и My достаточно найти их значения в трех точках по осям эллипса, так как вдоль них эти функции имеют параболический характер изменения, для этого воспользуемся фор�мулами (11.15) ( (11.17):


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


	При построении эпюр следует помнить, что � EMBED Equation.2  ��� Ве�личины поперечных сил вдоль координатных осей могут быть вы�числены по формуле (11.8)


� EMBED Equation.2  ���.


В данном случае � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� Аналогично � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���


	По данным вычислений построены эпюры Mx , My , Qx и Qy (рис. 11.5). Поскольку из условий равновесия пластинки следует, что


� EMBED Equation.2  ���,


то в данном случае легко сделать проверку графически. Действи�тельно,


� EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���= (122,28 кН/м (с эпюры Qx ), � EMBED Equation.2  ���= (205,74 кН/м (с эпюры Qy ), q = 300,0 кН/м (по условию), тогда:


� EMBED Equation.2  ���.


	Таким образом, задача решена правильно.


�


11.3. Прочность толстостенной цилиндрической оболочки при действии внутреннего и внешнего давлений


	Рассмотрим однородное тело цилиндрической формы в цилин�дрической системе координат (, (, z (рис. 11.6, а) при действии внутреннего pa и внешнего давления pb , которые являются осе�симметричными нагрузками и вдоль оси z являются постоянными величинами (рис. 11.6, б).


	Радиальное перемещение произвольно взятой точки обозначим через u. Величина u в данном случае является функцией только от текущего радиуса (.


�


Рис. 11.6


	Обозначим (r и (( относительное удлинение в цилиндре в радиальном и окружном направлении и выразим их через переме�щение u. Рассмотрим элементарный отрезок АВ = d(, выделенный в радиальном направлении до и после нагружения цилиндра (рис. 11.7, а). Для определения (( достаточно рассмотрения рис. 11.7, б.


�


Рис. 11.7


	С учетом принятых обозначений и формы деформирования ци�линдра получим:


� EMBED Equation.2  ���.		(11.18)


	Для изучения напряженного состояния выделим из цилиндра элемент в форме криволинейного шестигранника (рис. 11.8). В осе�вых сечениях цилиндра из условий симметрии касательные напря�жения отсутствуют и сохраняются только нормальные окружные напряжения (( .


�


Рис. 11.8


	Поскольку в поперечных и радиальных сечениях касательные напряжения также отсутствуют, следовательно, площадки в попе�речном, радиальном и тангенциальном направлениях являются главными площадками, а напряжения (z , (( , ((  являются глав�ными напряжениями.


	Проецируя силы, действующие на выделенный элемент (рис. 11.8), на радиальное направление, получим следующее усло�вие равновесия:


� EMBED Equation.2  ���,


откуда 


� EMBED Equation.2  ���.				(11.19)


	Остальные уравнения равновесия для элемента выполняются тождественно.


	Закон Гука в данном случае принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���	(11.20)


Деформация по направлению z отсутствует, из предположения, что цилиндр бесконечно длинный, т.е. (z = 0


	Выражение напряжений в осевом направлении определяется самостоятельно, если учесть, что в поперечных сечениях цилиндра с площадью � EMBED Equation.2  ��� действует продольная сила:


Nz = (� EMBED Equation.2  ���(pв D 2 ( pa d 2).


Следовательно,


� EMBED Equation.2  ���.			(11.21)


	Из (11.20) с учетом (11.18) выражения для напряжений ((  и ((  принимают вид:


� EMBED Equation.2  ���		(11.22)


	Тогда уравнение равновесия (11.19) с учетом (11.22) примет окончательный вид:


� EMBED Equation.2  ���.			(11.23)


	Решение (11.23) записывается в виде:


� EMBED Equation.2  ���,				(11.24)


где с1 и с2 ( постоянные интегрирования, которые определяются из граничных условий задачи:


при		� EMBED Equation.2  ���.		(11.25)


	Подставляя выражение u из (11.24) в выражение ((  из (11.22) с учетом граничных условий (11.25) получим:


� EMBED Equation.2  ���		(11.26)


	В результате совместного рассмотрения (11.22), (11.24) и (11.26) выражения для напряжения примут окончательный вид:


� EMBED Equation.2  ���		(11.27)


	Рассмотрим случай нагружения цилиндра только внутренним давлением, тогда принимая pв = 0, из (11.21) и (11.27) получим:


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���;			(11.28)


� EMBED Equation.2  ���.


	Анализ выражений (11.28) показывает, что (( > (z > (( Следо�вательно (( = (1; (z = (2; (( = (3 . Выражение интенсивности напряжения в данном случае принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���.


Из (11.28), учитывая, что


� EMBED Equation.2  ���.				(11.28()


получим


� EMBED Equation.2  ���.			(11.29)


	Предположим, что цилиндр изготовлен из неупрочняющегося материала для которого условие пластичности выражается в следующем виде:


(i = (T ,					(11.30)


где (T ( предел текучести материала цилиндра.


	Подставляя (11.29) в (11.30) получим условия пластичности для данного случая:


(( ( ((  = 2 K,				(11.31)


где � EMBED Equation.2  ���.


	Из анализа выражений напряжений (11.28) следует вывод, что наибольшее значение напряжение (( принимает при ( = d/2, т.е. на внутренней границе цилиндра. Следовательно, по мере увеличе�ния внутреннего давления в пластическое состояние будут сначала переходить внутренние, а затем и более близкие к внешней границе слои материала.


	Для определения значения давления, при котором слои на вну�тренней границе цилиндра, т.е. при ( = d/2, переходят в пластиче�ское состояние, воспользуемся условием пластичности (11.31), под�ставляя в него выражение напряжений из (11.28):


� EMBED Equation.2  ���.			(11.32)


	По мере дальнейшего роста внутреннего давления зона плас�тичных деформаций от внутренней поверхности распространяется в сторону наружной поверхности.


	Для случая когда все поперечное сечение оболочки находится в пластическом состоянии рассматривается условие равновесия (11.18) и условие пластичности (11.31) и тогда:


� EMBED Equation.2  ���.				(11.33)


	Проинтегрировав последнее уравнение, получим: 


� EMBED Equation.2  ���.			(11.34)


	Постоянная интегрирования C определяется из граничных ус�ловий задачи:


( = D/2; (( = 0.				(11.35)


Подставляя (11.34) в (11.35), определим: � EMBED Equation.2  ���. Следователь�но, из (11.34) окончательно получим:


� EMBED Equation.2  ���.				(11.36)


Из условия пластичности (11.31) будем иметь


� EMBED Equation.2  ���.			(11.37)


Выражение для (z принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���.			(11.38)


	Величину внутреннего давления, при действии которого вся оболочка переходит в пластическое состояние, обозначим pа = РПР и получим из граничных условий задачи при ( = d/2 РПР = (( Следовательно, из (11.36) получим:


РПР = 2 K ln� EMBED Equation.2  ���.


11.4. Пример расчета (задача №23)


	Для толстостенной стальной трубы, имеющей внутренний диа�метр d = 0,03 м и наружный диаметр D = 0,18 м, и изготовленной из пластичного материала с (T = 250 МПа и с коэффициентом Пуассона ( = 0,5, требуется:


	1. Определить давление pT, при котором в материале трубы нач�нется пластическое деформирование;


	2. Определить предельное внутреннее давление pПР , при кото�ром весь материал будет находиться в пластическом состоянии;


	3. Построить эпюры распределения напряжений (( , (( , (z по толщине стенки для двух состояний трубы, рассмотрены в п. 1 и 2;


	4. Определить допускаемое значение давления pa = pДОП при коэффициенте запаса прочности n = 1,5.


	Решение


	1. По формуле (11.32) определяем давление, при котором на внутренней поверхности трубы появятся пластические деформации:


� EMBED Equation.2  ���МПа.


	2. С учетом того, что pa = pT , из (11.28) определяем напряже�ния, соответствующие началу пластического течения:


� EMBED Equation.2  ��� МПа;


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���.


	Данные для числовых расчетов сводим в табл. 6.


Таблица 6


((10-2, м�
(( �
(( �
�
1,5�
148,5�
(140,5�
�
3�
40,1�
(32�
�
6�
13,0�
(5,0�
�
9,5�
8,0�
0�
�
	Эпюры напряжений (( , (( , (z для упругого состояния мате�риала трубы приведены на рис. 11.9, а.


	Рассмотрим теперь предельное состояние трубы, когда весь ма�териал трубы находится в пластическом состоянии. Предельное давление в этом случае определяется по формуле pПР � EMBED Equation.2  ��� МПа. 


�


Рис. 11.9


	3. Для определения напряжений (( , (( , (z воспользуемся фор�мулами (11.36), (11.37), (11.38):


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.	


	Данные для числовых расчетов сводим в табл. 7


Таблица 7


((10-2, м�
(( �
(( �
(z �
�
1,5�
(517,8�
(228,9�
(373,4�
�
3�
(317,6�
(28,6�
(173,1�
�
6�
(117,5�
(171,7�
27,2�
�
9�
0�
289,0�
144,5�
�
	Для более точного построения эпюр (( и (z определим точки, в которых указанные напряжения равны нулю:


для эпюры (( 


� EMBED Equation.2  ���(10-2 м.


для эпюры (z


� EMBED Equation.2  ���(10-2 м.


	4. Эпюры напряжений (( , (( , (z приведены на рис. 11.9, б. Допускаемое значение внутреннего давления определяется из условия pДОП = pПР/n :  pДОП = 517,8/1,5 = 345,2 МПа.
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